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4 ANALYZA ZAVISLOSTI

V této kapitole se budeme vénovat vztahiim mezi dvéma nebo vice statistickymi zna-
ky. Budeme tedy pro kaZdou statistickou jednotku sledovat vice znakd, co¥ ndm umos-
ni zabyvat se napiiklad vztahem mezi vzd&lanim a vybérem témat filmé, vzd&lanim
& pifjmem nebo tieba cenou elektrické energie a jeji spotfebou. Budeme zavislosti V-
hledavat, popisovat a zkoumat, Metody, které se k tomm idelu pouZivaji, ptitom zdvi-
sefi na cilech analyzy a povaze dat, kiera zpracovavame. Hlubsi zkoumani zavislosti
z hlediska charakteru popisované skuteCnosti a dat, kterd méme k dispozici, mize
v nekterych pHpadech vést k dsudkim o pii¢innych souvislostech, kieré nazyvame
kauzalnim vztahem.

7. hiediska metody zkouméni je vhodné rozlideni pevaych (také determini-
stickych) a volnych (také stochastickych nebo statistickych) zivislosti. Pevn4 zavis-
lost mezi dvéma veli¢inami predstavuje vztah mezi velidinami, podle jejich charaktery
bud’ popisovany matematickou funkci, nebo projevujici se jednoznaénym prifazenim
hodnot jedné velidiny hodnotam veliCiny jiné. Setkavime se napfiklad se zgvislosti
ceny deseti vyrobkl na cens jednoho, se zivislosti doby trvani cesty na vzdélenosti
a rychlosti pohybu apod. Volna zavislost popisuje jakousi tendenci, nikoliv neménny
vztah. Pokud uvazujeme o souvislosti vzd&lani a mzdy, miZeme fici, e s vy&§im vzds-
lanim roste mzda, tento vztah ale nelze jednoduse popsat (urit mzdy pii znalosti vzds-
lanf): musime mit na paméti, e nékteri lidé s vysokym vzdélanim mohou pobirat
nizkou mzdu, nebo naopak. Obdobng mezi cenou zdjezdu a jeho délkou je pFima zavis-
lost (s délkou cena roste), nicméné daid podrobnosti zajezdu, které cenu ovliviji,
znemoZiiuji vypodet ceny jen na zaklads délky z4jezdu (v takovém pfipadé by zdvis-
lost byla pevna). Snadno si 1ze piedstavit, Ze existuji drahé kratké z&jezdy, stejné jako
levné dlouhé; tendence je ale zfejma. VEimnéme si, Ze v obou uvedenych pifpadech je
zévislost p¥ima. Pokud bychom uvazovali zavislost ceny ojetého automobilu na jeho
stafi &i pottu ujetych kilometra, Jednalo by se o zavislost neptimou v tom smyslu, Ze
mensi hodnota jedné proménné piinasi spi§e v&t3i hodnotu druhé.

V redlnych empirickych situacich se setkédvime prakticky vyhradng s volnymi z4-
vislostmi. Za obecnymi tendencemi projevujicimi se v souboru statistickych ddajti se
viak mohou skryvat hlubsi zékonitosti viatahd mezi veli¢inami. K pozndni a matema-
tickému popisu statistickych zavislosti, jakoZ i k ové¥ovani platnosti vyzkumnych teo-
1if slouzf metody analyzy kontingenénich tabulek, analyzy rozptylu a regresni
a korelaéni analyzy, kterymi se budeme zabyvat v této kapitole.

Pro potieby téchto metod byva vhodné rozlisit Jednostranné a vzijemné zavislosti.
Jednostrannymi z4vislostmi se zabyva napiiklad regresni analyza. Jednd se o situaci,
kdy proti sobé stoji vysvéthujici (nezavisle) proménna v tiloze »PHCIn a vysvétlovana
(zavisle) proménna v tiloze -hasledki”. V téchto piipadech byva zvykem zkoumat
obecné tendence ve zménach vysvétlovanych proménnych vzhledem ke zménim vy-
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svétlujicich proménnych. Snahou je odpovédét na otazky, které se tykaji formy zmén
naptiklad vysvétlované proménné y pfi zmé&nich vysvétlujici proménné x. Vzdjem-
nymi (v&t§inou linedrnimi) zavislostmi se zabyva korela¢ni analyza. V korelani ana-
lyze se klade ddraz vice na intenzitu (silu) vzajemného vztahu nez na zkoumani za-
vislosti velidin ve sm&ru pficina — nasledek. Z vypodetnich i interpreta¢nich hledisek
viak dochézi ke znaénému prolinani obou pfistupi, jak uvidime déle.

V avodnich odstavcich knihy jsme objasnili, Ze udaje, které ze statistického Setfeni
vyplynou, jsou rizného typu a je velmi dileZité zvolit vhodny néstroj jejich statistické -

analyzy. Hovotili jsme o tom, Ze moZnosti jsou dany charakterem dat — poctem jejich
hodnot (variant, kategorif) a pfedev§im typem relaci mezi nimi. To samoziejmé plati
i pro volbu nékteré z vyde uvedenych metod. '

vt

Z hlediska poétu variant je nejjednodusiim typem alternativnf proménna; obsahuje

jen informaci o tom, u které jednotky jstne uréitou sledovanou vlastnost zaznamenali
a u které nikoliv. Na alternativni 1ze v pfipad® potfeby pfevést kazdou proménnou

jedna jeji vybrana varianta je v takovém piipadé pro analyzu oznalena jednitkou

a viechny ostatni nulou.

Diskrétni kvantitativni proménné (podet Elentt doméacnosti) nabyvaji vétSinou ma
lého pottu hodnot, jejichz vy&et lze snadno pofidit. U spojitych kvantitativnich pr
ménnych je podet naméienych hodnot v souboru sice kone€ny, ale (v zivislosti na roz
sahu souboru) obvykle natolik vysoky, Ze pro uéely tfidéni je pouhy seznam nevhodny
Jak jiz. vime, hodnoty je v takovém pfipadé nutné roztfidit do skupin — obnad{ to
jednoduché postupy nastaveni stejné &i rfizné §irokych intervald. '

Pokud jsou hodnoty (zde spi§e varianty &i kategorie} proménné vyjadfeny slovng -

(nebo Ciselnym kodem) a nemaji viasinost objektivaiho uspofadani, jde o nominaln,
proménngé; pro kvantitativni analyzu je v prvni fadé Zadouci, aby variant takové pro.
ménné nebylo piili§ mnoho. :
Pofadové (ordinalnf) prom&nné mohou vyjadfovat odstupiiovani ur¢ité vlastnost
nebo &innosti (velkd nespokojenost, nespokojenost, spokojenost, velka spokojenost)
souhlasu (od naprostého nesouhlasu po naprosty souhlas), zmény v Case (sluzby se
zhorgily, nezménily, zlepsily se) preference jedné ze dvou alternativ (preference spis
znadky A, Zadna preference, preference spise znacky B) apod. Vzhledem k vZité prax
pouZiti linearni stupnice pfirozenych (nebo celych) &fsel pro vyjadieni pofadi katego

(napf. od 1 = naprosty nesouhlas po 5 = naprosty souhlas) jsou pofadové proménne

vieobecné vnimany jako méfitelné a je s nimi asto nakladano tak, jako by jejich uspo
fadané kategorie byly od sebe stejnd vzdaleny. Dobfte lze ilustrovat riziko takového
piistupu naptiklad u proménné vzdélani (1 = zakiadni, 2 = stiedoskolské bez maturity
3 = stiedogkolské s maturitou, 4 = vysokogkolské) &i u spojité &fselné proménné, jeji
nestejné Siroké intervaly nahradime jejich pofadovymi Cisly. :
Pro varianty hodnot nominalnich a ordinalnich proménnych se pfirozené pouziva
termin kategorie; oznalime je proto jako kategoridlni proménné.
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4.1 Dvourozmérné tiidéni dat

Vysledkem dvourozmérného tiidéni (tiidéni souboru podle dvou proménnych), a sice
podle r hodnot (¢i kategorif) proménné x a s hodnot (&i kategorii) proménné ¥, je ta-
bulka dvourozmémého rozdéleni Setnosti (viz tabulka 4.1). Obsahuje tdaje o hodno-
tach (&1 kategoriich) obou proménnych a shrnuje vyskyt kombinaci hodnot (kategorif)
obou pr-orpénn}'rch u jednotek v souboru. Podle charakteru proménnych se pak tabulka
oznacuje jako korelaéni (v pfipadé kvantitativnich proménnych) nebo kontingencni
(v pfipad¢ kategoridlnich promé&nnych). Ta se pouZiva Gast&ji, budeme zde tedy dale
pouzivat terminologii tykajict se kontingen¢ni tabulky.

Tab. 4.1 Dvourozmémmé rozdéleni detnosti
x/y Vi 2

X1 M1l 2

X2 21 1322

xr ") )

Fl4i

SdruZené absolutni Cetnosti n; v kontingenéni tabulce udavaji, kolik je v sou-
boru jednotek, u nichZ proménné x nabyva kategorie x;, i = 1,2, ..., ra proménna y
katego;ie YiJ=1,2, ..., 5 Soutty té&hio Cetnosti v ¥adcich, okrajové (marginalni)
Cetnosti a4, informuji o vyskytu jednotlivych kategorii promé&nné x v souboru (bez
ohled}l na vyskyt kategorii promé&nné y). Popisuji tak jednorozmérné rozdéleni znaku
x. Stejnou informaci z pohledu vyskytu jednotlivych kategorii proménné y (bez chledu
na vyskyt kategorii proménné x) obsahuji okrajové &etnosti 7., které jsou souéty
sloupcovymi. Popisuji tedy jednorozmérné rozd&leni znaku V. '

Souéet viech sdruzenych absolutnich Eetnosti v tabulce, stejné jako soudet viech
okrajovych Cetnosti v t4dku, a také soudet viech okrajovych Setnosti v sloupci se rovna
rozsahu souboru n, tedy

r S5 P 5
ZZ”:‘FZ”:‘+=Z”+J:”' (4.1)

=1 =l il =
Relativni Cetnosti Ize v pfipadé dvourozmérncho tfidéni stanovit ndkolika zplisoby:

a) V)v’fsledkem porovnani sdruZenych absolutnich Cetnosti s rozsahem souboru jsou
sdruZené relativni Cetnosti p; = n; /n. Charakterizuji tedy dvourozmérnon strukturu
souboru podle obou sledovanych proménnych a jejich soudet se rovna jedné. Obvykle

© se interpretuji v procentech, pak je jejich soudet 100 %.
o b) Okrgjf)vé (margipélni) relativai etnosti pi+ = v /i (a poy = n+;/n) vyjadivgi podil
~Jednotlivych kategorii proménné x (nebo promeénné y) v celém souboru a popisuji tedy

Jednorozméma rozdéleni obou proménnych. Platf
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Fos r s
2.2 P=2 p= p,, =l (4.2)
il =l =1 =
¢) Sdruzené absolutni &etnosti v kontingenéni tabulce je oviem mozZné také porovnat
s jejich fadkovymi, nebo s jejich sloupcovymi sousty (tedy s Cetnostmi margindlnimi)
a zjistit tak relativni ¢etnosti podminéné.
=V prvnim pifipadé ziskime strukturu souboru vzhledem k proménné v, pticemsz
x nabyva vzdy jedné vybrané kategorie (na i-tém fadku tabulky). Touto kategorif
proménné x je podminéna struktura proménné y. Takovych podminénych (Fad-
kovych) struktur je tedy celkem . '

Ve druhém piipadé ziskdéme strukturu souboru vzhledem k promeénné x, pfiemsz
tato struktura je podminéna jednou vybranou kategorif proménné y (v j-tém:

sloupci tabulky). Takovych podminénych (sloupcovych) struktur je celkem s.

Graficky lze vyskyt kombinaci kategorii dvou proménnych zndzornit trojrozmérnym-

grafem; ndzorngjsi a lépe Citelné viak jsou grafy konfrontujici podminénou strukturu
fadlai nebo sloupci v tabulce (pruhové & mozaikové grafy).
Pravidla pro sestaven{ korelacni tabulky jsou analogické a analogicky lze také in

terpretovat jeji obsah. Poznamenejme, %e v ptipadd kvantitativni proménmné o velkém .

po¢tu hodnot je nutno postupovat podobné jako u jednorozmérného itidéni, tedy pieji
na intervaly. MiiZe se to tykat jenom jedné, ale i obou uvazovanych proménnych
Interval hodnot Ize chépat jako kategorii ordindlni proménné a opét tedy plati vie, co
Jsme o konstrulci a obsahit dvourozmérné tabulky uvedli vyse, ;

Priklad 4.1

Kontingenéni tabulka 4.2 vznikla tHdénim odpovadi osob pi1 zjistovani jefich spokoj

nosti s dlenstvim CR v Evropské unii. V roce 2006 bylo dotazano 300 a v roce 2016
odpovidalo 200 osob (smyslena data). Provedeme vypoéet sdruzenych a okrajovych
relativnich etnosti, a také popiSeme viechna podminéna rozdélent obou proménnych.

Tab. 4.2 Data k piikladn 4.1

Spokojenost
p R(;]k —— Celkem
2006 12 300
2016 28 200
Celkem 40 500

Obé sledované proménné jsou poradové a obg nabyvaji malého po&tu hodnot
(r=2, 5 =4). Jednotky, dotazané osoby, tedy byly roztiidény do osmi skupin. Napfi-
klad v roce 2006 bylo dotdzano 300 osob, z nich# 12 vyjadtilo naprostou nespokoje:
nost (— —). V roce 2016 z 200 dotazanych bylo 14 osob naprosto spokojenych (+
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Celkem bylo v obou $etfenich 148 nespokojenych (=) a 253 spokojenych (+), 40 zcela
nespokojenych a 59 naprosto spokojenych atd.

Nejprve provedeme vypodet sdruzenych relativnich &etnosti, tedy vechny &etnosti

v tabulce budeme d&lit rozsahem souboru 500, Vyslednou strukturu souboru (v %)
obsahuje tabulka 4.3.

Tab. 4.3 SdruZené relativni detnosti v proceniech pro pitklad 4.1

Spokojenost '
- - + ++ Celkem

24 [ 144 | 342 1 90 1 e
5.6 15,2 16,4 2.8 40
| 8 17296 | s0p6 | 118 | 100

SdruZené absolutni (i relativni) Getnosti ve druhém sloupci tabulek 4.2 a 4.3 jsou
podobné, absolutni i relativai Setnost v roce 2006 Je ponékud niz§i. Piesto nelze Hel,
Ze podil nespokojenych v obou letech zistal zhruba stejny, Ze v roce 2016 Jjen mirné
vzrostl. Lisi se totiz podty dotéazanych v obou letech, fadkové soucty. Proved’'me vypo-
Cet Fadkovych relativnich Setnosti (delenim soudtem 300 v prvnim fadku a 200 ve dru-
hém fadku). Struktury odpovédi v obou letech obsahuje tabulka 4.4 (v %). Z druhého
sloupce tabulky je ziejmé, e se podil nespokojenych v roce 2016 vyznamné zvysil.

Tab. 4.4 f{équvé relativni Setnosti v procentech pro piiklad 4.1
Spokajenost I |
Rok | =~ _ i
2006 T 4 24 57 15 100
2006 | 14 38 ) 41 ) 7 | 100
Cokem | 8 | 296 | 506 | 118 [ 100

V pruhovém grafu na obrazkn 4.1 Ize porovnat strukturu odpovédi v obou letech.

i

§=

0% 20% 40% 60%

B-- - i+ M4t

Obr. 4.1 Pruhovy graf pro piiklad 4.1
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Odlisna struktura fadke tabulky podle kategorii sloupcové proménné odpovida .

riznym kategoriim Fadkové proménné (a naopak). Zjevné se tak projevuje vztah aso-

ciace obou proméanych. V nésledujicich odstaveich ukdzeme, jak zméfit silu asoci- -
ace a polozime si také otdzku, jak ovéfit existenci takového vztahu, pokud do dvou-

rozmérné tabulky byla roztiidéna data, pochazejici z vybérového Setteni.
a

4.1.1 Mg¢feni asociace dvou kategorialnich proménnych

Zménou struktury souboru z hlediska jedné proménné pfi zroéné kategorie druhé pro-
ménné v tabulce se projevuje souvislost (asociace) obou velidin, Kontmgenéni tabullky
jsou tak vychodiskem pii zkoumdani této souvislosti.

Nezavislosti dvojice sledovanych proménnych se tedy projevuje tak, Ze podminénd -

struktura v fddcich se neméni a shoduje se se strukturou #adku souctoveho. Toté? lze
zaroveil fici i o sloupeich tabulky, jejich? struktura se rovnés shodyje. Plati tedy (pro
=12, .., raj=12,..% :

(4.3

(4.4)

Skutetnost, Ze se pfi zm&né kategorie jedné proménné neméni podminéné rozdd
lenf druhé proménné, se oznaduje jako statistickd nezavislost. Asociace kategoridlnich

proménnych je obecné povazovana za tim slabdi, &im vice se piiblizuje statistické:

nezavislosti, a za tim silngjsi, &im vice se blix pevné zavislosti, kdy kazdé kategorii
jedné proménné je jednozna&né pfitazena jedina kategorie druhé proménné. Vzéjemné
jednoznacné prifazeni dvojic kategorii proménnych (symetrickd asociace) oviem
piedpoklada jejich stejny pocet, jinak fedeno &tvercovou kontingenéni tabulku
V obdélnikové tabulce, je-li napf. podet fadka nizsi ney pocet sloupei (v < s), mohou
byt sloupcové kategorie jednoznadné piitazeny fadkovym (ve smyslu asymetrické
asociace y na x), v opaéném sméru viak nikoliv.

Pro méfen sily asociace byla navrZena fada statistik riizného typu. V tomto textu

se omezime pouze na nékolik nejznaméjsich.

Ze vziahu (4.4) plyne, Ze odchylku od nezavislosti vyjadiuji v jednotlivych polié-
kach kontingenéni tabulky rozdily n,— ik /n; v souhrnu za celou tabulku pak Pear-
sonova statistika G,

—n.

o 2 r._s .= D -2 -.
ST T N Py D)) (4.5

=1 =l LR j/ n =l =l PPy
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Hodnotu této statistiky viak ovliviiuje nejen rozsah souboru n, ale také velikost
kontmg@pm jtabulky, coZ znesnadiiuje jeji interpretaci. Pro méfent asociace se proto
pouzivaji jeji jednoduché funkce, napiiklad Pearsoniiv koeficient kontingence C

[G |
“Nown (46)

V= G m=min(r, s) 4.7
1)’ -S5)- *.7)

nebo Cramériv koeficient 1

Oba tyto koeficienty odpovidaji pozadavku, aby v piipadé nezévislosti promén-
nych nabyvaly hodnoty 0, V pripadé nenulové asociace se viak Jejich hodnoty Ii3i:

n PEarsonﬁv koeficient kontingence se v pripadé pevné zavislosti bii#{ k jedné,
pficemz stupeii tohoto priblizent Je tim vétsi, &m vatgi Je kontingenéni tabulka.
Tak naptiklad pro nejmensi (Ctyfpolni) tabulku je jeho maximalns mozna hod-
nota 0,707, u tabulky 5x4 je toto maximum 0,866 atd. To oviem ponékud
komphkuje interpretaci hodnot tohoto koeficienty. Na druhou stranu je treba
fici, Ze u redlnych dat se koeficient kontingence nejlastéji nachaz{ v dolni
poloviné pfisluiného intervalu moznych hodnot.

Cramériv koeficient nabyva hodnoty v intervalu od 0 do | Maxima oviem mi-
ie- nabyt i v pfipad§ obdginfkové kontingencni tabulky, kdy, jak uz vime, se
vjednom sméru o jednoznaéné pfifazeni kategorii obou proménnych, a tedy

0 pevnou zdvislost, nejednd,
U Ctyfpolni tabulky je Cramériy koeficient vzdy vy$¥{ ne¥ Pearsontiv (a dava se
mu prednost). U vétdich tabulek je tomu veétsinou naopak. Nejmensi kontingeng&ni

ta13u1k’a 0 étyfc?cl} polich je vysledkem tfidéni soubory podle dvou alternativnich pro-
mennych. Statistika G (4.5) se v takovém piipadé zjednodusi na tvar

_ 2 2
G= i, —m,n,,) _ 10m = myymy))
o, 1725 ny, y, ) y, (Y

(4.8)

a Cramérovo ¥ 1ze psat jako

Ve (1, —myymy,)

4.9)

Ay 1, . A5

- Pfiklad 4.2

- Kontingenénf tabulka 4.5 vznikla tHidénim odpovédi osob pii Zjistovant jejich zajmu

0 problémy Zivotniho prostiedi (velky, primérny, maly) a vzdélani (zakladni, stiedo-

: Skolské, vysokoskolské). Provedeme vypocet mér asociace zdjmu o Fvotni prostiedn{
- avzdelani (4.6) a (4.7).
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Tab. 4.5 Data k prikladu 4.2

iéjggléziZP velky | primémy | maly | Celkem
Z

Zalkladni 70 32 28 130
Stiedoskolské 130 64 24 218
Vysokoskolské 72 48 32 152

Soudet

272

144

84

500

130.272

=70,72,
500

tana jako
130144

= 37,44
500

(viz tabulky 4.5 a 4.6).

Tab. 4.6 Oekavané &etnosti k piiklads 4.2

Nejprve urcime v jednotlivych polich tabulky Cetnosti ocekavané v piipadé shody
viech fadkovych (a také sloupcovych) podmingénych rozdéleni. Tak napnl,dadl pro ka
tegorie vzdélani = zakladni a zdjem = velky bude ofekdvana Cetnost pocitana jako

pro kategorie vzdélani = zékladni a zajem = primérny bude ofekavana Cetnost poci-

atd. Povi§imnéme si, Ze okrajové éetnosti musi odpovidat pivodni kontingenéni tabulce

%fagggéiizp velky prililémy maly | Celkem
Zakladni 70,72 37,44 21,84 130
Stfedoskolské 118,60 62,78 36,62 218
Vysokogkolské 82,68 43 78 25,54 152
Soucet 272 144 84 500

Tab. 4.7 Vypodet statistiky & v piikladu 4.2

Dosazenim do s¢itanch v (4.5) vypodteme jednotlivé slozky statistiky G.

%éjggéiiZP velky | primérny | maly | Celkem
Zakladni 0,01 0,79 1,74 2,54
Stredogkolské 1,10 0,02 4,35 5,47
Vysokogkolské 1,38 0,41 1,63 3,42
Soudet 2,49 1,22 7,72 11,43

ur¢ime jako

C= __EE_ =0,150
11,43 + 500

Statistika G nabyvéa tedy hodnoty 11,43. Pearsoniv koeficient kontingence potom

a Cramérovo F jako

V= %20,106‘
\ 5002

Vzhledem k nizkym hodnotdm obou koeficientd se Jjednd o zavislost slabou.

4.1.2 Test nezavislosti v kontingenéni tabulce

Predpokladejme nyni, Ze udaje v kontingenéni tabulce jsme ziskali tHd&nim adaji
0 jednotkach, které tvoti vzorek rozsahlé populace, pofizeny prostym ndhodnym vy-
bérem. Ovéfeni existence souvislosti mezi dvojicemi kategoridlnich promé&nnych v po-
pulaci je obvykle prvnim krokem analyzy vztahti mezi nimi.

Vyslovme hypotézu, Ze velidiny X a ¥ asociovany nejsou. V tom piipadé se popu-
lagni podminéna rozdéleni shoduji. UspoFadani Setnosti v kontingenéni tabulce viak
mohou byt od uspofadani odpovidajici nezavistosti odchylena, a to:

jen ndhodn& v disledku skute¢nosti, ¥e vztah mezi proménnymi posuzujeme
pouze na zékladé vzorku,

systematicky, nebot’ proménné jsou asociovany.

-Je proto nutné provést vypodet testové statistiky sc znamym rozdélenim a na zvolené
hlading vyznamnosti rozhodnout, zda Ize odchyleni uspofadani kontingenéni tabulky
od hypotézy nezavislosti jedté povaovat za ndhodné, & zda Jiz hypotéze o nezavislosti
neodpovida, a tedy je tieba tuto hypotézu zamitnout.

Odchylky &etnosti zjidténych tHidénim vzorku a &etnosti ofekavanych pfi platnosti
testované hypotézy o nezdvislosti, zahrnuje statistika G z (4.5). Tato statistika m4 pii-
blizné 3*rozd&leni s (r - 1)(s — 1) stupni volnosti, a je proto &asto pouZivanym testo-
vym kritériem. Postup se nazyva chi-kvadrat test nezavislosti v kontingenéni ta-
bulee a je zvlastnim p¥ipadem testu dobré shody, kterym jsme se zabyvali v &4sti 3.4.5.
Zyolime-li hladinu vyznammnosti «, kriticky obor ma tvar

Wa’ :{g’ gzzf—a }:<Z12;a B CO)’

viz tabulka 4.8 (symbol g zde zna&i hodnotu testového kritéria G).

Z tfeti kapitoly jiZ vime, Ze rozd&leni chi-kvadrat testového kritéria Je pouze pfi-
blizné. Pro zaji§tén{ prijatelné aproximace rozd€leni této statistiky pfi uréitém poctu
poli v kontingendni tabuice se zpravidla vyzaduje takovy rozsah vybéru n, aby oceké-
vané (teoretické) Cetnosti vesmas dosahovaly hodnoty alespoti 5. Vzhledem k Gastym
praktickym obtizim byla tato podminka mnohokrét ovéfovana, co? vedlo ke zjidténi,
Z¢ ji lze sice pondkud oslabit, micméng mengich ne? 5 by mélo byt maximalng 20 %
z ofekdvanych Setnosti (a kazdd v takovém piipadé musi byt alespoti jednotkova).
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V piipadé nedodrZeni této podminky nelze povazovat ’aproxivmacj za V-yhovujfci.
Casto doporutovanym feSenim je zmenieni poctu kategoru' promennyc’h jejich siuﬂcs--
vanim. Kromé véenych namitek je viak tfeba rovnéZ uvazit, Ze takovy pOSl'flp mize
ovlivnit samotny vysledek testu, nebot’ rozméry tabulky urcuji paran"lt?r rozc}e_:l,e.r‘n t,es—
tového kritéria. Lépe je v pfipadé nevyhovujiciho rozsahu vybéru zvazit pouZziti jiného
vhodného testu (napf. Fisherova pfesného testu).

Tab. 4.8 Test nezavislosti v kontingenéni tabulce

Hop H, Testové kritérium Kriticky obor
— >
znaky existuje r & (my—nm, /)
jsou zavislost G:ZZW W, ={g; gz}
nezavislé = T
G=y* ((r—1(s—D)

Piiklad 4.3

V tabulce 4.5 s daty z pfikladu 4.2 provedeme test nezivislosti obou znakil.

Jiz vime, Ze testové kritérium G nabyva hodnoty 11,43. Nahodny vybér je pf‘itiom'
dostateéné velky, nebot viechny odekavané Cetnosti v tabulce 4.6 jso?uvét§i nez 5
Rozdéleni testového kritéria je tedy piiblizné chi-kvadrat, pocet stupiii volnosti j :
roven (3 — 1)-(3 — 1} = 4. Pro hladinu vyznamnosti 0,05 je kriticka hodno’ta rov.n? ?,4.9;_
(xe95 (4) = 9,49) a kriticky obor Woes ma tvar (9,49; ). Hodnota testového kritéria je

prvkem kritického oboru, a tedy hypotézu o nezdvislosti znakil lze zamitnout.:
Usoudime, Ze existuje zavislost mezi vzdélanim a zdjmem o Zivotni prostfedi.

Chi-kvadrat test nezdvislosti v kontingendéni tabulce je b&Znou souasti s_tatistlf;_:..:
kého softwaru. Pro ucely jeho vyhodnoceni v takovém pfipadé poznamenejme, Ze.
p-hodnota uvedeného testu se stanovi (podle (3.74)) jako

1-F(11,43)=1-0,978 = 0,022, o o
kde F je distribu¢ni funkce rozddleni 7(4). p-hodnota je mensi n'ezv(),OS a Z&ver pro.
zvolenou hladinu vyznamnosti je samozfejmé tyZ, miZzeme usoud1t,vze fﬁXlStll_]C statlvs’-
ticky vyznammnd asociace mezi vzdélanim a zajmem o Zivotni prostfedi. V tomto pit
pads také rikame, e existence asociace byla potvrzena.

4.2 Pouziti analyzy rozptylu pro analyzu zavislosti

V pfedchozi kapitole této knihy byla probrana jednofaktorovz’l’ analvjfza {ogptylu.
{ANOVA), kterd umozZiluje testovat shodu stifednich hodno:c na zaldaclff r}ezawslych.-.
nahodnych vybért z normalniho rozdéleni. Tento postup muieme pouzit 1 pro zkou—'.
mani zavislosti mezi jednou proménnou s nékolika malo Var‘lja,ntamrl hodnot nt?lvlf)
kategorii (budeme ji také nékdy nazyvat faktorem) a jednou spojitou nahodnou velic1
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nou s normalnim rozdélenim. Spojitou proménnon oznatime ¥ a faktor oznacime X,
toto znaCeni budeme dodrzovat dale v celé této kapitole. Piedstavme si naptiklad, 7e
chceme posoudit zavislost ceny bytu (¥ v K<) na poctu pokojii (X). V tomto piipadé je
proménnd X ¢fselnd s diskrétnim rozdélenim. Pokud bychom (jako v pifkladu 3.15)
zkoumali zavislost doby do dorudeni zasilky na zpisobu dopravy, je faktorem
kvalitativnf prom&nn4 se tfemi kategoriemi (L, 11, 11T},

Viimnéme si, Ze uvazovan4 zavislost je Jjednostrannd, ptame se, zda stfedni hod-
nota spojité ndhodné veliciny ¥ je stejna pro viechny hodnoty (kategorie) faktoru X.
ANOVA (&ast 3.4.4) umoziinje posoudit existenci zivislosti mezi sledovanymi znaky.,
Nulovou hypotézu nezdvislosti obou znakti si miigeme pfedstavit jako

Ho: stfednf hodnota veli¢iny ¥ nezdvisi na hodnoté faktoru X, (4.10)

Alternativou je, Ze existuje zavislost mezi obéma znaky, tedy Ze stfedni hodnoty spo-
jité velitiny nejsou stejné pro viechny hodnoty faktoru a aspod jedna je jina nez ostat-
ni. V naem piipad fekneme, ¥c cena bytu zdvisi na poctu pokoji, a pfedstavime si,
Ze stfednf ceny nejsou stejné pro viechny mozné pocty pokojt. Pokud tedy zamitneme
nulovou hypotézu (4.10), usoudime, 7e existuje statisticky vyznamna zévislost mezi ¥
a.X. Na obrazku 4.2 jsou hodnoty spojité nahodné velidiny (svislé osa) roztfidény podle
faktoru se ¢tyfmi hodnotami (vodorovna osa). V levé Casti obrazku neexistuje zavis-
lost, v pravé &asti zavislost existuje a mil¥eme Ji formulovat tak, Ze hodnoty ve druhé
skuping jsou spi¥e v&tii a ve tieti skuping spife mensi, neZ v prvni a Stvrté skupins.

L i °

Obr. 4.2 Volna zivislost mezi jednfm faktorem a jednou spojitou veliinou

Z tfett kapitoly jiZ vime, e rozhodnutf o hypotéze nezavislosti mezi ob&ma pro-

~ ménnymi lze zaloZit na rozkladu soudty Etverci spojité velitiny Y. Nejdifve zavedeme
. podrobngji znadeni

k pocet moznych hodnot faktoru X
n rozsah vybéru,

#; podet pozorovani pro j-tou hodnoty faktorn G=1,2,..,k

2
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;i hodnota i-tého pozorovani proménné Y (i=1,2, ..., n) pro j-tou hodnotu
faktoru (7=1,2,...,4),

- 1
¥, primér v j-té skuping, ¥ ; :n_z Yiis
o=l
1 i
¥ primér proménné Y bez ohledu na hodnotu faktoru, 7 = = Ve
J=l =1

Oznacime S, soudet ¢tvercd odchylek hodnot proménné ¥ od priméru ¥ . Jedna se

tedy o vyjadreni celkové variability proménné ¥ v souboru 7 hodnot a plati

k" il

5350, 5 @i

j=l =l
Tento soudet rozdélime na soucet &tvercd mezi skupinami popsanymi hodnotami
faktoru

Sy_m:jnj(;j ) 4.12)

J=

a soucet Ctverch uvnitt téchto skupin

Sy :Zk: i(yﬂ ~¥; )2 ' 4 13)_'.

J=1 =l :
Vsimmeéme si, Ze podobny problém byl zkouman také v prvni kapitole této knihy v sous
vislosti s vlastnostmi rozptylu. Postup pfi provedeni testu hypot'ezy (4. IO), Ize shmo
bud’ do tabulky analyzy rozptylu 4.9, kterd je nejéast&ji pouzivana v analyze rozptylu
v softwaru, nebo do tabulky 4.10.

Tab. 4.9 Tabulka analyzy rozptylu

C Stupné | Soucet | Primérny F
Zdroj variability volnosti | &tvercll Etverec

Mezi skupinami | k- 1 Ssm | Sundlk=1) | S, /(k-1)
Uvnitt skupin n—k Sy Syl — k) S,/ (n—k)

Celkem n=1 | 5,

Tabulka 4.9 obsahuje v8e, co potiebujeme k provedeni testu. Ve sloupci wStupné:

volnosti“ jsou uvedeny poéty stupiiii volnosti rozdéleni testového kritéria F za pla

nosti nulové hypotézy. Daldi sloupec obsahuje souéty &tvered podle (4.11}+4.13) aje.

vidét, ze skuteéné plati

Sy = Sy.m + Sy.v- :
Ve sloupci nadepsaném ™ je vypodtena hodnota testového kritéria, poslednj sl_oupvq
obsahuje p-hodnotu, kterou lze nalézt jako doplitkovou pravdépodobnost k distribué :

Statistika v ekonomii 181

funkei Fisherova-Snedecorova rozd€leni se stupni volnosti k—1 a y— k vbodg
vypocitaného testového kritéria. Pokud checeme rozhodnout pomoci kritického oboru,
pouzijeme podle tabulky 4.10 kriticky obor

Wa: {F, F?_F]fa}.

Proti hypotéze nezavislosti tedy hovoif velké hodnoty testového kritéria 7. Pokud za-
mitneme hypotézu nezavislosti, zavislost mezi znaky oznacime za statisticky vyznam-

nou na zvolené hlading vyznamnosti . Kvanti] Frok—1,n-k) je tedy kritickou
hodnotou pro test hypotézy nezavislosti.

Tab. 4.10 Test nezivislosti
H, | Testové kritérium Kriticky obor
neplati Hy . S,/ (h=1) Wo={F,F>F .}
S, /(n—k)
F~Flk—-1,n—k

V piedchozim vykladu Jsme uvedli, Ze nés zajim4 také sila zavislosti. V3inmeéme
si, Ze jsme nepfedpokladali néjaké uspoiadani hodnot faktoru, proto neni mozné sle-
dovat také smér zavislosti proménnych X a ¥. Intenzitu zavislosti mezi obéma znaky
popiSeme pomérem determinace P?, ktery je definovan Jako pomér souttu &tverci
mezi skupinami S, a celkového soudty Ctvercil S,

hY

pr=_rm 4.14
3 | (4.14)

¥
Pracujeme-li s tabulkon analyzy rozptylu 4.9, hodnoty soueti &tvercii Jsou obsa-

- Zeny v jejim druhém sloupei. Hodno

stfedni hodnoty spojité proménné pro jednotlivé hodnoty faktoru.
oeficient determinace dosahuje v piipadg, e pro jednotlivé hodnoty

taktoru jsou hodnoty $pojité proménné stejné (nulové variabilita prom#nné uvnitf sk-
- pin) a tyto hodnoty jsou riizné pro riizng hodnoty faktoru. Naopak pomér determinace

nabyvé hodnoty nula tehdy, kdyz aritmetické praméry jsou stejné pro vSechny hodnoty

~ faktoru. Takov4 situace naznacuje také rovnost (nebo aspon blizkost) stiednich hodnot
- veli¢iny ¥ pro viechny hodnoty faktoru X,

Priklad 4.4

Majitel firmy zkousf i postupy, jak dorudit zboA zikaznikim. Nahodns vybral 35
- Zakdzek, rozdslil jo podle zpiisobi dopravy a zZjistil ptesnou dobu do Jjejich dorudeni,
‘Budeme se zabyvat otazkou, zda existuje zdvislost mezi zplsobem dopravy a dobou
‘potfebnou k dorudeni, tedy zda viechny zpiisoby dopravy Jsou v priméru stejns rych-

I¢, nebo n&ktery z nich je rychlejsi nebo pomalejsi. Z pozorovanych dob byly nalezeny
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skupinové charakteristiky uvedené v tabulce 4.11. Primé&rné hodnoty jsou piiblizné od
59 do 79 minut, analyza rozptylu umoituje posoudit, zda pozorované hodnoty prii-
méril svédii proti rovrosti skupinovych st¥ednich hodnot, nebo zda se jedna jen o na-
hodny vykyv. Podil nejvy3i a nejnizé smérodatné odchylky je mensi nez dva
(13,16/6,70 = 1,964), proto je splnéna pribliznd podminka pouZiti testu. Pokud by-

chom pouZzili Bartlettiiv test homogenity rozptylii (84st 3 4.4), hypotézu o rovnosti roz-

ptylil ve viech tfech skupinach nezamitneme {p-hodnota je rovna 0,107).

Tab. 4.11 Popisné charakteristiky doby do dorugeni
Zpisob | " Primér ’r Smérodatnd

dopravy Yy odchyika s;
I 12 5891 | 9,73

I 9 65,11 13,16
18 14 78,97 6,70

Hypotéza nezavislosti obou znakii tedy ma tvar

Ha: stiedni doba do dorudeni zasilky nezavisi na zplisobu dopravy,
neboli

Ho: = g = gas,
kde 14,7=1,2, 3 jsou stiedni doby do doru&eni zastlky pii zplsobech doruéeni I
ITa LII. Priibéh testu a dosazené vysledky jsou shrauty v tabulce analyzy rozptylu 4.12.
(podle obecné tabulky 4.9). Na zdklade p-hodnoty, ktera je podle tabulky mensi nez
0,000 1, zamitime nulovou hypotézu, e neexistuje zdvislost mezi zplisobem dopravy
a dobou doruéenf. Hodnotu poméru determinace ur&me jako

P? _274L12 0,477,
5749,61

tedy zavislost je (statisticky) vyznamna, Jeji intenzita je stiednd siln4.

Tab. 4.12 Tabulka analyzy rozptylu pro piiklad 4.4

Stupné |  Soudet Primé&rny

- volnosti Clverctl &tveree
Mezi skupinami 2 2741,12 1370,55

_Uwnitf skupin 32 3 008,49 94.02
Celkem 34 5 749,61

|
Zdroj variability

O povaze zavislosti vypovidd obrazek 4.3, ktery obsahuje krabickové grafy pro
jednotlivé zpiisoby dopravy. Podle LSD testy (East 3.4.4) jsou nerozlisitelné zplsoby
dorudenf 1 a 2, tfeti zplisob je zfejmé pomaleji. :
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Obr. 4.3 Kabigkové grafy pro data z piikladu 4.4

' 143\ Regresni a korelaéni analyza

V této éésti se budeme zabyvat zavislostmi mezi dvéma a vice kvantitativnimi pro-
ménnymi, v asti 4.3.7 se struing zminime také o zahrnuti kvalitativnich proménnych.
Na rozdil od pfedchozi kapitoly se tyto zavislosti budeme snazit popsat vhodnymi ma-
tematickymi funkcemi. Na obrdzku 4.4 isou zondzorndny tF formy zévisiosti mezi
qYéma znaky. Zavislosti v levé &sti obrazku maji zfejms piiblizng linearnd priibsh
1181 se viak ve velikosti kolisani . Zavislost, znazomena v praveé Casti obrazku, je nelinej
érni._Pokud nas bude zajimat intenzita zavislosti, zivislost mezi hodnotam; ZNAzorng-
nymi plnymi kole&ky v levé sti obrazku je ziejmé silngjsf, ne? zdvislost zndzorndna
prazdnymi kole¢ky.

40

35

30

25

20
15

Obr. 4.4 Piklady volné zavislosti mezi dvéma znaky
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Pfedpokladejme nyni, Ze jsme pozorovalt n dvojic hodnot (x; y;) dvou znaki x a P

Hodnoty zobrazime v grafu a pokusime se vystihnout zavislost mezi znaky zndzomné- _

nou pozorovanymi body néjakou funkcei, kterou budeme nazyvat regresni funkce. Pii
konstrukei obrazku jsme se museli rozhodnout, kferou proménnou umistime na vodo-
rovnou osu a kterou na svislou osu, zévislost popsana regresni funkci je tedy jedno-
strannd. Proménnou x, jejiz hodnoty nana$ime na vodorovnou osw, budeme nazyvat
vysvétlujicl prom&nna (nebo také nezavisle proménnd). Proménnou y budeme hazyvat
vysvetlovana proménng (nebo také z4visle proménna),

4.3.1 Piimkovi regrese

Nejjednodussim a nejéastéji pouzivanym typem regresni funkce je pifmka. Regresni
funkei #(x), popisujict regresni piimku, zapiSeme ve tvary

7 fo, B0 = o + P, (4.15)
kde jsme je§té vyznadili parametry, na kterych funkce zavis{ a které Jetieba zvolit nebo
nalézt. Parametr f je posunuti primky a je roven hodnoté na piimce v bod& x =0, :

tedy priisediku pFimky se svislou osou. Parameir fh se nazyva smérnice piimky a po-
pisuje jeji skloa vzhledem k vodorovné ose,

25

20 B data

0 hodnoty na pFimce
15

-
10

Obr. 4.5 Znazornéni prokladani dat regresni piimkou

Na obrazku 4.5 je situace znazornéna pro » =5 bodi. Ze ¢tyF zobrazenych regres

nich piimek jsou dvé& jasng nevhodné (Carkované &ary). Rozhodnout, kterd ze dvou.
zbyvajicich piimek lépe vystihuje pozorované body, je ale t&%ké. Proto poticbujeme .

ngjaké kritérium, jen? nam umoni vybrat pfmku, kterd bude zévislost mezi x ay
vystihovat co nejlépe. )

Pro popis zavislosti zvolime takovou primku, pro kterou soudet O &tvered odchy-
lek pozorovant y; od odpovidajicich hodnot na pifmce Bo + frxi nabyva minimalni hod-
noty, {j. hleddme minimum vyrazu
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O, BY=3 [, ~B+ o) =3 (s 5, ~Bx Y. (4.16)
i=l

i=i
Metodu nalezent neznamych parametr( piimky nazyvime metodou nejmensich
Ctverci a volime takové parametry S a £, pro které nabyva vyraz minimang hodnoty.

V Cedting pouzivame pro tuto metodu zkratku MNC, nékdy také zkratky z anglidtiny
OLS (Ordinary Least Squares).

Uvazujme napiiklad piimku s rovnici Y =10 ~ 2x a &tyfi body uvedeng v tabulce
4.13. Veli€ina Q je definovina jako souget ploch &tverci znazornénych na obrazku
4.6. Stranou étverce jsou vzdy odchylky mezi pozorovanimi x;a body na regresni piim-
ce #7(x). Postupnym vypoétem podle definice (4.16) dostaneme hodnotu Q jako soudet
hodnot v poslednim sloupci v tabulee 4.13, tedy Q = 8,75.

Tab. 4.13 Vypocet soustu Ctvercii odchylek O
Xi [ f ‘

1
3
3
5

Soudet

2 3 4x5 6 7 § 9

Obr. 4.6 Vypolet soudt ¢tvered odchylek Q

Nevime ale, zda neexistuje jeSté njaké lepsi feseni. Proto odvodime obecny
Vzlorec pro vypodet hodnot parametrii b, a b takovych, Ze Q je pro tyto hodnoty mini-
nlE.llnI’, a tedy pfimka by + b:x bude minimalizovat soudet &tverci (4.16). K tomu tigelu
Degprve najdeme parcidlni derivace ktitéria Q podle obou parametra
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Y
ap,
og

55 ) =230,y Ar ) 5)

(BoB) =220~ By~ B

Pokud obé derivace poloZzime rovné nule a pouZijeme pro parametry symboly by a b; -

namisto parametrii 5 a £, dostaneme dvé normalni rovnice, jejichZ fefenim ziskdme
ob¢ hledané hodnoty, které jsou parametry pfedstavujicimi nejlepsi volbu smérnice
a posunuti z hlediska zvolencho kritéria Q.

Je tieba ¥edit dvé rovnice pro dvé neznamé bg a by

20 =Ny b — b D)=
5 (bo,b[)—Zg(yf by —hx)(~1)=0,

”a”g_(boabl) = ZZHZ(J’; —by—bx {~x)=0.

Po algebraickych upravach dostaneme rovnice (déle v nich uz nebudeme uvadét meze ;

s¢itani, sCitat budeme vzdy pies vechna pozorovani, tedy i= 1,2, ..., n)

Dy, =nby+b Y x, | (4.17)

2 X =hy Y X+ Y7,

jejichz feSenim je

b — Zyizxiz _fozytxf

Y 2 ORI

b — nzyfxi ‘fozyi -
e ()

V praktickych tlohach pouZivame k vypo¢tu optimalni hodnoty posunuti a smé

nice statistické programy. Uzitecnym a univerzalnim postupem je také maticové vy-
jadieni FeSeni, ktery zavedeme v dals$fm textu. :

)

Hodnotu na regresni piimce oznadime ¥, tedy
Y= n(x; bo, b1) = bo + byx,
pro pozorované body (men3i ¢tverecky na obrazku 4.5) pak
Yi= n(xi; bo, br) = bo + bix..
Rozdil mezi hodnotou ysa hodnotou na regresni funkci ¥;nazveme rezidunm a ozna-
¢ime ho e;. Je tedy
e =yi- Yj, i= 1, 2, [ /
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Vzorce pro vypocet smémice a posunuti regresni piimky (4.19) lze s vyhodou prepsat
do jednodussiho tvaru obsahujiciho priméry x a ¥ , kovarianci 5., mezi x a y, danou
vztahem

Z(xi”)_c)(yi—j”) _
_= _ -
T = n—1 ﬁn—}_(xy xy), (4.22)
a vybérovy rozptyl 5,2, tj.

2 (4.23)

) by=y—bX. (4.24)

Vyslednd regresni pfimka (4.21) ma po tipravé tvar
Y=y+h(x—Xx). (4.25)
Prokazdéi=1, 2, ..., ntedy mame pozorovanou hodnoti ¥i, hodnotu na regresni funk-

¢l ¥; a reziduum e;. Pfi tomto znadeni maZeme mininaln hodnotu soudta étvercli O
zapsat jako

0, b) =X (%) =3 ef (426)

Tab. 4.14 Vypolet kritéria O pro body na obrazku 4.5

] x ¥ xy 2 Y i e’

23 23 1 20,5769 53,8713

21 63 9 15,3076 32,4023

10 30 9 15,3076 28,1716
2 10 25 10,0384 64,6168

L0 70 49 4,7692 27,3609

Soudet 1 06 196 93 66 158,4231

Priimar .8 13,2 39,2 18,6 13,2 31,6846

Po dosazend soufadnic bodi z obrazku 4.5 do (4.20) a (4.24) dostaneme (potfebné
hodnoty jsou vypoéteny v tabulce 4.14)

- nYYN =D ND Y 5196-19-66 s
> _(in_)z 5-93-19° T
by =% —BT =13,2—(—2,635)-3,8=23.212.
Pfimka minimalizujici soudet &tvercii O m4 tvar
23,212 -2,635x 4.27)
a soucet ¢tvercl odchylek je roven 158,42, Napriklad pro x1=1ay =23 je postupng
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Y1=23,212 - 2,635-1 = 20,577,
1=y — ¥ =23~ 20,577 = 2,423,
e =y — V) =2,4232 = 5871,

Nejlepsi z pfimek na obrézku 4.5 s rovnici 23 — 2,5x a hodnotou 0=15925 je
blizka primce, ktera je podle zvoleného kritéria nejlepsi. Tvrzeni plyne z porovndni
hodnot parametrd, stejné jako ze srovnani hodnot kritéria Q.

Piiklad 4.5

V tabulce 4.15 jsou uvedeny tdaje o hodnotd produkee v 100 000 K& (vysvétlovand-:
proménna y) a o vysi investic v 10 000 K& (vysvétlujici proménna x) v race 2005
v souboru 10 firem. Data jsou zndzornéna na obrazku 4.7, zivislost Je ziejmé mozné

dobfe popsat regresni pfimkou,

56 .-

hodnota produkce
(5,1 un (%3] L] o
= [ [35] =y w

i
=]

15 17 18
Investice

Obr. 4.7 Linedrni zdvislost hodnoty produkee na investicich

Tab. 4.15 Vypocet parametri regresni piimky pro piiklad 4.5
_Firma Vi X ViXi X i | e
52,8 16,3 860,64 | 26569 | 52,32 | 048] |
51,9 16,8 871,92 28224 | 52,86 | —0,960
54,2 18,5 [1002,70| 34225 | 54,70 | —0,499
50,8 16,3 828,04 265,69 52,32 | 1,519
54,9 17,9 982,71 32041 | 54,05 0,850
53.9 17.4 937,86 | 302,76 | 33,51 0,391
53,1 le,1 85491 25921 52,10 0,997
52,4 16,2 848,88 | 26244 | 52721 0,189
53,0 17,0 901,001 289,00 53,08 | —-0,077
) 52,9 16,7 883,43 | 27889 | 52,75 | 0,148
Soucet| 5299 | 169.2 18972,09(2 868,58 5299 | 0,000

o 000 O B W ) —
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Ze vzorct (4.19) a (4.20) plyne, Ze pro vypodet koeficient regresni pfimky je tieba
z pozorovanych hodnot xy, y, 7 = 1, 2, ..., 10 uréit soulty Y'x,, ¥y, a3 y.x; (soucty
Jsou uvedeny v poslednim fadku tabulky 4.15).
Dosadime-li tidaje z posledniho #adku tabulky do (4.19) a (4.20), dostaneme
b, = V- x Y v, _ 529,9-2868,58
ny w3, )2 10-2868,58 —169,2*

b P2¥N XD, 10-8972,09-169.2.529.9
‘ ny (Y )2 10-2868,52 —169,2?
Regresni ptimka m4 tedy tvar
¥ =34,691 + 1,082x,
nebo také podle (4.25)

Y=152,99+1,082(x - 16,92),
nebot’ je

= 34,691,

=1,082,

— 1
¥=--529,9=52.99 a Tc:i169,2:16,92,
10 10

qunotx ¥ _Ieiici na regresni pifmee a popisujici zavislost mezi hodnotou produkce
a vysi investic jsou uvedeny ve sloupci tabulky oznadeném ¥; a byly uréeny dosazenim
hodnot vysvétlujici proménné x; do regresni funkce podle (4.21). Napiiklad tedy

Yi=bo+ bix; = 34,691 + 1,082.16,3 = 52,32,
V poslednim sloupci tabulky je déle vypoétena hodnota kritéria Qaplati O =5,643.
]
SdruZené regresni pimky
V pfedchozi &asti jsme zkoumali zavislost vysvétlované proménné na vysvétlujici pro-

mt”?nné, zavislost tedy byla jednostranna. Pokud bychom ale napiiklad uvazovali vy-
daje domécnosti na potraviny a na bydlen{, mohli bychom stejné dobfe za vysvétlova-

. ou proménnou povaZovat obé veli¢iny. Proto se mizeme zabyvat také sdruZenou re-
- gresni primkou, pro kterou budeme misto bodd (xnyo), i=1,2, ..., n, uvazovat body

i Xi). K piimce

Y= fo+ fix

Je sdruZend regresni primka definovana jako

X = o+ oy

- Z ma.tematiky vime, Z¢ pokud by viechny body lezely na jedné piimee, obé& funkce by
 byly inverzni (obrazek 4.8 vievo) a mohli bychom z rovnice (4.28) vypotitat x ve tvarn

1 5,

x=—yp-=

BB

: Porovnanim s (4.29) snadno v takovém ptipadé dostaneme
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ay=—0 g gL (4.30)
/81 ﬁl

Obycejn€ ale body (x;, y:) na jedné piimce nelezi, proto nelze parametry regresnich
piimek takto snadno pfepocitat a je tieba parametry sdruZené ptHimky odhadnout po-
moci (4.19) a (4.20) z (4.29). V pravé €asti obrazku 4.8 jsou Stverecky zndzornéna data
z obrazku 4.5 a jiz dfive nalezena regresni pifmka Y= 23,212 —2,635x (plna &ara).
Koletky jsou znazornény body (y;, x;), sdruZen4 regresni pfimka (na obrazku je vyzna-
¢ena ¢arkovane) ma rovnici X'= 6,189 — 0,181y.

25

0 3 10 x (y}15 20 25 0 ] 10 x {y} 15 20 25

Obr. 4.8 Sdruzené piimky, vpravo data z obrazku 4.5

4.3.2 Parovy korelaéni koeficient

Intenzitu linedmni zdvislosti mezi dvéma kvantitativnimi veli¢inami vyjadfujeme po-
moci korelaéniho koeficientu (nékdy se nazyva Pearsoniiv korelaéni koeficient).

Vyb&rovou hodnotu korelaéniho koeficientu poditime z dvojic hodnot promén-
nych (x;, y), i=1, 2, ..., n, vyb&rova kovariance sy, je definovéana v (4.22)

f’:v,c - f— — !
5., \j(xz 7)—62)()}2 _sz)

Viimnéme si, Ze hodnota koeficientu nezavisi na pofadi proménnych, a tedy plati
Fyxe= Fyx. Jedna se vlasin€ o normovanou kovarianci sy, ktera miiZe nabyvat libovol=
nych redlnych hodnot. Takové koeficienty se @zko interpretuji. Proto ji pii vypoctu
korela¢niho koeficientu normujeme soudinem smérodatnych odchylek proménnych x
(5x) a y (sy) tak, aby hodnoty vysledného koeficientu byly v intervalu (—1; 15. Hodnoty
—1 nabyva koeficient v piipadg, Ze viechny body leZi na jedné klesajici pifmce, kte
ma zapornou smérnici, a hodnoty 1, pokud je pfimka rostouci a ma tedy kladnou smé
nici. Pokud je korela¢ni koeficient (nebo obdobné kovariance) roven 0, povazujeme *
a y za linearné nezdvislé. V takovém pFipadé je regresni ptimka rovnob&zna s vodo-
rovnou osou.

_ Sy y-X¥ (431)

- (CtvereCky v levé Casti obrazku) a 0,96 (prazdné krouzky vlevé &4sti obrizku),

- ptiblizné nulovd hodnota koeficientu mége

| rm’ zévislostmi se budeme zabyvat dile v &asti vénovand regresnim funkcim neli-
. bearnim v parametrech. Na obrézku 4.10 Jsou zndzornény body, které lezi na parabole,
- 2)s0u tedy deterministicky zivislé, nicménd regresni piimka je rovnob&Zna s vodorov-
- ou osou a korelaéni koeficient je roven nule.
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Z tabulky 4.15 Ize korelaéni koeficient mezi pozorovanymi investicemi a produkci
v prikladu 4.5 uréit jako (bylo tfeba Jesté dopoditat ¥y} =28 091,73)
§972,09 169,2 529,9

_ 10 - 10 _10 =0,736 4.
2868,58 ‘(1 69,2} 2809173 (5299’
9 9 10 10

Ze-iw'slos.‘c je tedy pfima (s ristem jedn¢ z prom&nnych spie roste i druhd proménna)
a mtenzita zavislosti je spife silngji.

35

3¢

25

20

-

15 ........

5 X 10 o 2

Obr. 4.9 Linearni zdvislosti pro riizné nmmoziny bodd

) Na obrézku 4.9 jsou zndzomeény linedmi zavislosti mezi riznymi dvojicemi pro-
mennych x a y. Body_ Jsou vzdy proloZeny pfimkami charalkterizujicimi linedrni z4vis-
lost; korelagni koeficienty jsou rovny ry, = —1 (plné krouzky v levé &asti obrazku), 0,87

a7y = 0,02 pro pravou ¢ast obrazku.

Je tieba zdiiraznit, e koreladni koeficient se vztahuje pouze k linedrni Zavislosti,

znamenat, ze velidiny jsou silng zavislé,
t nazveme nelinearni a nékterymi takovy-

ale zavislost neni linearni. Takovou zavislos
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¢
Obr. 4.10 Body leZici na parabole, 7, = 0

Pokud vyjde hodnota korelatniho koeficientu v absolutni hodnoté blizkd jedns,
neifkd nam to mnoho o pfi¢inné zavislosti. Jednak korelaéni koeficient, na rozdil od:
regresn{ funkoe, popisuje oboustrannou zavislost a také vysokd korelace miiFe byt zpii-
sobena vlivem n&jaké daldi skryté proménné. Takovou korelaci nazyvame pouze zdén-
livou a neméli bychom s nf pracovat jako se skutetnou zavislosti. S timto probilémem
se setkdvame v riznych aplikacich, v analyze Sasovych fad je zvIa§ts Sastym jevom.
Mozny postup si ukdZeme na ptikladu pouze jedné dodatecné proménné (oznadime ji
z a budeme uvazovat trojice (x;, y;, z:), i = 1, 2, ..., n), ktera zpiisobuje pouze zdanlivou
zavislost x a y. Oznalme 7y, 7w a ry; parové korelagni koeficienty mezi viemi dvoji-
cemi z proménnych x, ¥ a z wéené podle (4.31) a definujeme diléi koreladni koe
cient 7., popisujici linedrni zévislost mezi x a y s vylougenim vlive prom&nné z jako

V., ~F_F i
roo=— 1w Gele (4.32)

xp.z {(]ﬁrfz )(]—ryzz) '

Tento koeficient je stale korela¢nim koeficientem, proto jeho interpretace je stejna jako
interpretace prost¢ho parového koeficientu vy3e, jen dodédvame, Ze viechny tivahy jsou
pro zavislost s vyloucenim vlivu proménné z.

Spearmantiv koeficient pofadové korelace

Jinou moZnosti, jak posoudit zavislost mezi dvéma znaky, je Spearmaniv korelatni
koeficient. Jeho vyhodou je, Ze je pouZitelny nejen na kvantitativni proménné, ale také
pro poradové veliCiny, u kterych zndme pouze pofadi.

V piipadé kvantitativnich proménnych x; a y: je nejprve tieba hodnoty uspofadat
podle velikosti od minima do maxima a kazdé hodnot? pfifadit potadi i, v uspotadaném:
vybéru pro proménnou x a i, pro prom&nnou y. V piipadd pofadovych velidin jsot
obyc¢ejné dana pifmo pofadi i a i,.
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Tab. 4.16 Vypodet Spearmanova koeficientu pofadové korelace

Teésnost zdvislosti se pak
ké Spearmanovym koeficie

Vysledky jsou uvedeny v tabulce 4.
je 1) do nejhorstho (pofadi je 8).

n(n*—1)

popisuje Spearmanovym korelaénim koeficientem (ta-
ntem poradové korelace) rs, ktery je definovan jako

6> (i, —i,)

Tento koeficient, obdobné jako parovy korelaéni koeficient Fry, MUZe nabyvat hod-
no:ry od -1 do +1. Hodnoty 1 nabyva v piipadé, 7¢ potadi hodnot je stejné v obon pro-
mennych, hodnoty —1 v piipadé, e potadi Je pravé opalné.

Priklad 4.6

Predpokladejme, Ze se o funkci uchazi 8 zdjemct, ktet] byli podrobeni dvéma tikolam,
16, uchaze¢i byli sefazeni od nejlepiiho (potadi

Uchazel druhy vikol | i—4, | (i—i)?
A 1 2 -1 1
B 2 3 -1 1
C 3 1 2 4
b 4 6 —2 4
E 5 8 -3 9
F 6 4 2 4
G 7 5 2 4
 H 3 7 1 1
Soucet 6 36 | 0 8

V poslednim #4dku tabulky jsou soud
roven [ +2+3 4+,

vzorce (4.33), dostaneme
__6-28

8(8°-1)
Koeficient naznaduje sttedns silnou shodu
li v prvnim tkolu, uspéji zigimé dobie i v

4.3.3 Polynomicki regrese
Polynomicka regrese poskytuje moZnost
bodi pFimka, pomoci funkce linedrn v
neni linedrni, jako napifklad na obriz

=0,667.

x

ty. Pro prvni 1 druhy tikol plati, Ze soudet je
- T 8=36 a soucet rozdil je vzdy roven nule. Dosadime

pofadi. Znamend to, 7 uchazedi, kteff uspé-
druhém.

, jak vystihnout vztah, pro jehoy POpis se ne-
parametrech. Pokud z4vislost proménnych x a h%

cich 4.4 v pravé &asti, 4.10 nebo 4.1 1, miZeme
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zkusit pouzit néjaky polynom vys&iho stupné, nap¥iklad parabolu. Regresni parabola
Jje popsana tfemi parametry fh, £ a 5 ve tvaru
T o, s ) = 1% BY = o + Prx + . (4.34)
Pro snazsi zipis jsme parametry umistili do sloupcového vektoru
By
B=| 5
B,
Pokud budeme vektor B psat do fadku, je ticba pouzit transpozici B = (B, /i, £2).
Na obrazku 4.11 jsou &trndcti body proloZeny pifmka, parabola a kubicka parabola
popsana Styfmi parametry f, £, B2 a B a rovnici
15 fos P B, P3) = o + frx + fox” + o,
Pifmka neni pro popis zévislosti vhodna, mezi ob&ma parabolami neni na zéklad ob
razku snadné rozhodnout, kterd je lepsi.

30
25
20

>
15

8 9

Obr. 4.11 Polynomicka regrese pfimka, parabola (plna &ra) a kubicks
parabola (&drkované)

Polynomickd regresni funkce stupné £ ma p = k + 1 neznamych parametr a lze J
zapsat jako :
B = o = o 1 e = pt: (4.39)
Viimnéme si, Ze funkce jsou nelinedrni vzhledem k proménné x, ale linedrni vzhledem
k nezndmym koeficientlim polynomii. Z hlediska matematické statistiky tedy stile h
vofime o linedmi regresni funkci. .

Nejvhodngjsi parametry budeme opét hledat metodou.nej men§ich étverch. Napfi
klad pro parabolu (4.34) to znamen4 minimalizovat funkci

OBy B, B)=0B)= [ 1, ~(By= B x| =X~

=l

Statistika v ekonomii 195

vzhledem k hledanym parametriim. K tomy icelu opét najdeme parcidlnich derivace
kritéria O podle parametri, v tomto pfipadé budou derivace tit:

%Q(ﬁo,ﬁl,ﬂz>=—2i[y,-~(ﬁo +Bo+ B,
0 =l

%Q(ﬂo B ﬁz)zﬁzzn: X; ':.yi -5 +hAx +/6‘2x:.2 )Ja
i

i=]
4 2 2
ap, QB0 B P)==22 32 [ 3~ (By+ B+ o) |
2 =l
Po algebraickych tpravach dostaneme, Ze hodnoty hledanych parametrd 4o, b, a b, by
bylo mozné nalézt fefenim t¥ normalnich rovnic

Zn:yf by —b, ixf —b ixiz =0,
i=1 i=i

=l

iyfx!. —bozn: x; —blix? —bzixfzo,
i1

i=l i=1 =]

Zn:yfxiz *bgixf —b, Zn:ng *bzix? =(.
i1

=l i=1 =1

Je snadné si predstavit, e tento postup je velmi technicky i dasové narocny, zvlasts

$ rostoucim stupném regresniho polynomu. Proto nyni ukd¥eme Jinou moznost, jak

nalézt hodnoty regresnich parametr metodou nejmensich étverch. Reseni problému

lze snadno najit v maticovém tvaru, Pozorované hodnoty proménné U YL, Y

umistime do z-rozmémého vektory y. Dale vytvofime matici X, kterou budeme nazy-

vat regresni matice. Tato matice m4 n Fadkd, do prvniho sloupce umistime Jednigky

(bude odpovidat absolutnimu &lenn polynomu f v (4.35)) a do dalsich sloupcti hod-

noty x, x7, ..., x. Potom misto (4.35) miiZeme # rovnic pro » pozorovanych bodd za-
psat v maticovém tvaru jako

y=Xp. (4.36)

V piipadé pozorovanych dvojic bodi (x;, y;) a regresni pfimky, paraboly, polynomu

-t¢ho stupnd (4.35) dostaneme regresni matice X s » fadky a dvéma, tfemiap=/% + 1

sloupci ve tvaru

X parobota =| - e (4.37)

aXimbicfra"regms'm’ﬁmfme: X . (438)

ax(fe+i)
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Potom Ize kritérinm O v maticovém tvaru zapsat obecné jako

O(B) = (y - XB)(y - XB) @39
a vektor b, pro ktery je dosazeno minima, méze byt vyjadien explicitnim vzorcem
b= (X'X)y'X'y. (4.40)

Pokud ve vzorci piSeme (X'X)™!, méme na mysli inverzni matici k mati_ci X'X. Yéim-
néme si, Ze v tomto piipadé neni tfeba konstruovat a Fesit normalni rovnice, které jsme -

odvodili pro regresni pfimku a regresni parabolu, ale stadi nasobit matice a najit in
verznf matici.

UkdZeme, Ze pro regresni pHmku jsou opravdu oba Zplsoby nalezen-l’ optimélni.cl?":
parametri (podle (4.23) a (4.24) a pomoci (4.40)) shodné. Pfedstavme §1, Z& V rovnici _
y = Xb 0b¢ strany vynasobime zleva matici X a dostaneme rovnici

X'y =X'Xbh.
V piipadé pfimlky mizZeme obé strany rovnice rozepsat jako

(11 L1 ;y *’
Xy: e | = a >
XX o..ox,
L Vo) | 2x
i=]
1 x n X
11 .1 e ZI B,
X'Xb = S P ) \
xl Xa N i X, in lez i
i=1

=1

Dostali jsme tedy rovnice

iyi:nbo—i-blixi’ zn:xfyi :boixi+blzx:?2'
i1

i=l =1 i=1 =}

Tyto rovnice jsou shodné s rovnicemi (4.17) a (4.18), které byly odv_ozeny pomom_’f
soustavy normalnich rovnic. Proto pro piinkovou regresi jsou také stejnd feseni. Ob-:
dobné by bylo moZné ukazat, Ze toté% plati i pro regresni parabolu nebo dal3i regresr
funkce linedrni v parametrech.

4.3.4 Dalsi typy regresnich funkci

Linearn{ regresni funkce je nejjednodusiim nastrojem pro popis zdvislosti mezi veliéi
nami x a y, kterému divdme piednost pravé pro snadné vypodty a ziejmou interpreto
vatelnost koeficientti (regresnich parametr(). Na druhé strang Je ziejmé, Ze pit modelo:
vani vztahil ekonomickych velidin jen s linedrni zavislosti nevystatime. V pl“'edchov_
Casti byla probrana moZnost pouZiti polynomické regrese, nyni ukdZeme daldi moZ:
nosti — pouziti pfimkové regrese na transformované hodnoty vysvétlované nebo vy
svétlujici proménné nebo regresni funkei nelinedrni v parametrech. Casto je konkrétni

- metril, nemtiZeme ptimo pou
- mélnich rovnic. V nékterye
- tedy nalézt transformace pr
funkei linedmi v parametr
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regresni funkce déna teoretickou podstatou Feseného problému a v¥eobecné akcepto-

vanym teoretickym vztahem. Tuto situaci vidime napifklad v pfipadé Cobbovy-Doug-
lasovy produkéni funkce.

Hyperbolicka regresni funkce

Utiteénou regresni funkci pro popis zavislosti mezi veli¢inami v ekonomii Jje hyper-
bolickd regresni funkee

. ﬁo:ﬂl)#fﬁ%- (4.41)

Viimnéme si, Ze jde o linedrni funkei vzhledem k regresnim parametrim, vzhledem
k vysvétiujici proménné ¥ je linedmi v transformované vysvétlujici proménné 1/x.
Znamena to, Ze pifraku prokladame body (1/x;, i), i = 1,2, ..., n; regresni matice pro
vypocet optimalnich parametrii v rovnici (4.41) jsou uvedeny dile ve vzorei (4.43).

Logaritmickd regresni funkce

V nékterych situacich misto hyperbolické funkce pouzivame linedrni funkei zavislou
na logaritmu proménné x, tedy regresn{ funkci

x5 fo, 1) = Po+ frin., (4.42)
Logaritmické regresnf funkce Jjsou vhodné k medelovéni zgvislosti parabolického ty-
pu, které viak nemaji maximom a u nichs pfi vyssich hodnotéch vysvétlujici proménné
x vzristaji hodnoty zévisle proménné ¥ pouze velmi pozvolna, eventualng se prakticky
neméni (prodhuZuji regresnf kiivku v horizontalnim sméru). V piipadé regresni hyper-
boly a regresni logaritmické funkce neprovadime Zadnou transformaci proménné y,
proto vektory a matice, vstupujici do vypoltu regresnich parametri (4.40), maji tvar

¥, 1 /s, 1 I,
Y=l .. 3 thperbola =1 » X]ogaritmus =1 ' (443)
Yn nxl L l/x?i‘ nx2 1 ]'nxn

=2

Regresni funkce nelinearn{ v parametrech

Dale ukdZeme funkce, které nebudoy linedmn{ v neznamych parametrech. Takové funk-
ce se nazyvaji nelinedrni a jejich zkoumani potom nelinedrni regresni analyza. Uk4-

~ Zeme pouze dvé funkce z velkého mnozstvi nelinearnich funkei, které se pro popis
zavislosti mezi proménnymi pouzivaji.

Pro vypocet parameirty regresnich funkef, které nejsou lineami z hlediska para-

Zit rovnice (4.40) ani nalézt explicitni feSen{ pomocf nor-
h piipadech je mozné pouZit linearizujici transformaci,
oménnych, které by umoZiiovaly pfevést regresni funkei na
ech. Pokud takova transformace existuje, hleddme parame-
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try v transformovaném modelu a zpétnymi transformacemi se vratime k pivodni re-

gresni funkci, popisujici zdvislost mezi promé&nnymi x a y. Tento postup by oviem
daval stejny vysledek jako pH ptimém hledani pouze v ptipadg, kdy by viechny po- :
zorovang body lezely pfesnd na uvaZované regresni funkci, V opacném pfipadé mi-
Zeme feSeni pomoci linearizace povaZovat pouze za aproximativni a pfiblizné, jak
ukdZeme v prikladech v dalsim texiu. PH hleddni nejlepdich hodnot parametrii neli-

nedrnich regresnich funkei metodou nejmensich &tverci se postupuje tak, Ze na
zéklad& vhodného podatedniho pfiblizeni pro parametry (naptiklad hodnot ziskanych
pomoci linearizace) pouZijeme n&jaky postup numerické matematiky, ktery umoziiuje
iterativnim postupem zlepovat podatetni Feseni tak dlouho, az je dosazena pozado-
vana piesnost fefeni. Touto problematikou se vice v tomto texty zabyvat nebudeme,

odkazujeme Etenafe na praci Hebék, Hustopecky, Mala (2005) nebo na dal${ rozsahlou’

literaturu, zabyvajici se nelinedrnimi regresnimi modely. V soutasné dobs miileme
s vyhodou vyuzit implementaci takovych postupli ve statistickém softwaru.

Exponencialni regresni funkce

Nejznaméjsi a také nejcastdji pouzivanou regresni funkei, kterd je nelinearnd v para-

metrech, je exponencidlni regresni funkce

mx; po, B = Boppr’.

Tuto funkei milZzeme pouZit pro velmi rychle rostouci proménnou y (naptiklad pro-
trzby v zavislosti na po¢tu zaméstnanct rychle rostouci firmy). Vzhledem k velmi:

rychlému rlistu je oviem tieba tuto funkei pouzivat opatme. Rovnici

Y =B

miZeme zlogaritmovat a dostaneme
Iny = Inf + In(B)x.
Je tedy moZné hodnotami Iny; a x; prolozit linedrni funkci
x; oo, 1) = ap + o, (4.45)
Pro vypolet parametrd ao a ay piimky v linearizovaném tvaru pouZijeme vzorce (4.19)
a (4.20) pro dvojice (In y;, ), i=1, 2, ..., n. Druhou moZnosti Zapisu je pouZit mati
covy vyraz (4.40), kde zvolime vektor zévisle promsnné a regresni matici X ve tva
In y, I x
Iny= .. , X=1
Iny, I x

mxl [ v

Porovname-li parametry obou ptimek, dostaneme pii znalosti hodnot ag a @i, parame-
try funkce bp a b1 z rovnic :

) h}b():a(} a lﬂb}=a1
(porovndnim v (4.45)) jako by = ¢% a by = o,
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Jlak Jsme jiz uvedli, pii popisu vztahu nelinearnimi funkcemi, jako je také expo-
nencidlni funkce, davame piednost nalezeni parametrli piimym hledanim minimalni
hodnoty souétu &tverct odchylek

0=3(n-hup).

V podobnych nelinedrnich problémech ji# neexistuje explicitni vzorec pro b; a b,
numerické metody b&né implementované v softwaru ale umoZiinjf rychlé a spolehlivé
feseni problému. Nemusi jit o specializovany statisticky software, doplnék Regitel
v programu MS Excel také umosni realizovat potebné vypotty. V prikladu 4.7 uk4-
2eme, Ze obe fefeni (na ziklad® linearizace a pfim¢ numerické optimalizace) nejen
nejsou identicka, mohou se od sebe podstatné lisit. Hodnoty parametrii ziskané obéma
postupy porovnavame hodnotou soudtu &tverct ), stejné jako grafickou formou.

Priklad 4.7

Hotelova spoletnost vlastnici v ramei svého rezervaCniho fetdzce 12 hoteld zkouma
vztah mezi celkovymi mésidnimi tr¥bami téchto hotel (vysvétlovana promeénnd y, mil.
K¢) a trzbami vyprodukovanymi stravovacimi Useky v nich (vysvétlujici promé&nna x,
rovnéz mil. K¢); data jsou uvedena v tabulce 4.17. |

Reseni
Vztah mezi proménnymi x a ¥ popiSeme exponencidlni funkei podle vzorce (4.44)

a exponencidlni funkei s konstantou

7 fo, B, ) = fo + fofB.

Tab. 4.17 Data pro exponencialn{ regresi z prikiadu 4.7
Hotel | | 2 3 ] 4 5 6 7 8 9 10 11112

2 (1.2 14,8’ B 8 | 3 | 48|156] 16 | 12 | 14 |14
12 | 8 1764 17 [213] 10 [125]973| 88 | 25 | 39 473

Uvazmjme nejprve numericky postup, ktery umozni nalézi parametry, pro které je
dosaZeno minima kritéria negjmensgich &tverciy

0-3 (v |,

Najit FeSenf umoziiuje naptiklad doplngk Resitel v Excelu nebo Jakykoliv statisticky
progrz}m. Nalezené YeSeni hy=1,893 1 a b, = 1,272 8 popisuje exponencialai regresni
funkci ve tvaru

1,8931-1,272 8,
Hodnota kritéria O pro tyto hodnoty parametrd je rovna 1072.
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Pokud bychom cht&li pouzit linearizaci, je tieba nejprve pracovat s linedmi funkei -
popisujici vztah mezi body (x;, Iny;) podle (4.45). Z odhadnuté linearni funkce

ao+ aix =1,854 040,150 7x
dostaneme po zpétné transformaci

by =" = 63852 a by = %57 = 1 162 6.
7Ziskana exponencialnf funkce m4 tvar

6,385 2.1,162 6.
Hodnota souétu ¢tvercl v feSeni je rovna 1895.

Vsimnéme si, Ze obé vypodtené funkee jsou odlisné, Jak je vidét z nalezenych hod-
not parametr(, hodnot kritéria O i obrazku 4.12. Funkce nalezend nelinedrni optimali-:
zaci lépe vystihuje pozorované body a hodnota souttu &tverci Je také vyrazn& mensi.
Pro neline4mi postup byly pouzity hodnoty parametrii ziskané linearizaci jako poda
teéni aproximace.

7 grafu je patmé, Ze by bylo vhodné do modelu zahrnout konstantu. Proto byly

odhadnuty parametry regresnf funkce
5 fo, B, ) = P+ BB

Viimnéme si, Ze tuto funkci ji¥ neni moné linearizovat, Minimum funkce

OBos o o) =3 v~ (B B |

=i :
bylo dosaZeno pro b =10,774 8, by=0208 1 a b, = 1,455 3 (opét je tieba pouit
vhodny software). Hodnota kritéria Q) v minimu j¢ 729. Nalezena funkce je Znazornéna
na obrazku 4.12 plnou darou. Je patrné, e velmi dobie vystihuje body, kterymi jsme
regresni funkce prokladali.

110
100
90

triby ceikem

triby stravovani
- exponenciadlng linearizace
exponencidlni exponenciaini s konstantou

Obr. 4.12 Nalezené regresni funkce v piikladu 4.7
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Mocninné regresni funkce
Daldi béZné pouzivanou nelinedrni funkei Je mocninnd funkce, definovana jako

1% P, 1) = S, (4.46)
Tato funkee patii mezi Cobbovy-Douglasovy jednofaktorové produkéni funkce, model
(4.46) slouzi naptiklad k odhadu objemu produkce y na zakladé zmén znamého pro-
dukéniho faktoru x {(produktivity price a podobné). I v tomto pipads si pii vypodtu
parametri miiZeme pomoci logaritmickou transformaci. Po logaritmovani vztahu

dostaneme
Iny=Inf+ filnx.
Muzeme tedy uvazovat linearn{ regresni funkci
n(nx; ew, on) = ay + aylnx:
hodnoty ao a a minimalizujici kritérium metody nejmensich dtvercii miZeme dostat
z(4.19) a (4.20), pouzijeme-li dvojice bodd (lnx;, Iny,), i = 1, 2, ..., n. Jinou moznosti
pro nalezeni optimdmich parametri je pouZit maticové vyjadieni (4.40), ze kterého
dostaneme a = (X'X)'X'Iny, kde je
In y, I Inx
Iny=| .. , X=
ly, 1 lnx, )
Najdeme-li hodnoty ag a a, pouZijeme zpétnou transformaci a z rovnic
Inbo=ay a b=a
dostaneme
hy=¢% g ay = by,

I v tomto pFipads je lépe nalézt optimalni parametry Ay 2 &, pomoci numerické mini-
malizace sou&tu Stverci

0=3 (1 pt). (4.47)

=]

Piiklad 4.8

Uvazujme opét hodnoty uvedené v tabulce 4. 17, tentokrat proloZime mocninnou funk-
¢i (4.46) a mocninnou fimkei s posunutim

S o, B, o) = + P
Nejprve najdeme barametry mocninné funkce. Numericks optimalizace funkce
(4.47) nalezne hodnoty parametrii a souctu &tverci Q
bo=0,003 9, b =3,6208, (0,003 9, 3,620 8) = 1449,
odhadnuta regresni funkce mé tedy tvar
0,003 9536208




202 Analyza zivislosti

Tato funkce je na obrdzku 4.13 znizoména &arkovand. Je patrné, Ze by opét bylo
vhodné pfidat jeden parametr, v tomto piipadé posunuti. Odhadnutd funkce pomoci
pffmé minimalizace souétu &tvercl Q ma tvar

12,358 7+ 0,000 008 86x°788,
Hodnota funkce  je v tomto pifpadé rovna 737. Funkee je v grafu znazorngna plnou
Carou.

Hodnoty () pro nelinedmi funkce, nalezené ze stejnych dat uvedenych v tabulce -

4.17 v ptikladech 4.7 a 4.8, Ize porovnat. Naptiklad pro expenencidlni a mocninnou
funkei s konstantou, které podle obrazku velmi dobte vystihly data, je pro exponen

cialni funkei ¢ = 737 a pro mocninnou funkei Q = 729. Meni{ soudet étvered odchylek

byl dosaZen pro mocninnou funkei s konstantou, 1 kdyZ rozdil neni pilis velky.
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mocninnd funkce mocninnd funkca s konstantou

Obr. 4.13 Nalezens mocninné funkee k piikladu 4.7

4.3.5 Klasicky linearni regresni model _
VSechny pfedchozi Givahy této Casti bylo mozné provést pro » libovolnych dvojic
(trojic) Cisel. Postupy pipominaly tvahy z prvni &4sti vénované popisné statistice
a neobsahovaly Zadné induktivni isudky probirané ve tieti ¢asti. Nyni budeme pied:
pokladat, Ze¢ hodnoty nezivisle proménné xi, xz, ..., X» jsou pevné a budeme klast
predpoklady na pravd&podobnostni rozd&leni zévisle proménné y. Na ziklad# téchto
pfedpokladd budeme zkoumat vlastnosti zavislosti mezi vysvétlujici proménnou x
a vysvétlovanou proménnou y nejen v pozorovanych bodech, ale budeme vysledky
zobectiovat na celou populaci. Budeme tedy, stejng jako ve tieti kapitole, predpokla:
dat, Ze v celé populaci existuje vztah mezi zkoumanymi prom&nnymi, popsany popu-
laéni regresni funkei. Naptiklad mezi témi, ktefi v uréitém obdobi pobiraji mzdu
(zkouman4 populace), existuje vztah mezi mzdou a vékem, délkou praxe nebo tieba
poctem let, které zam&stnance stravil ve gkole. Proménna podet let ve §kole se pouiv

Jako kvantitativni (€iselnd) prom&nnd, kterd miize nahradit ordinalni kategoriglni pro
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ménnou vzdelani. Zavislost je volnd (stochasticka), nebot’ neexistuje pevny, neboli de-
termunisticky vztah mezi mzdou a podtem let praxe. Pokud by existoval, bylo by moZné
ze znalosti podtu let praxe presné urdit mzdu. V regresni analyze se snazime zavislosti
popsat regresnimi funkcemi; na zédklad® pozorovanych hodnot tedy odhadujeme
populaéni regresni funkei. V induktivni povaze usudk spo¢iva rozdil mezi predcho-
zimi Cdstmi a ndsledujicim textem, ktery se zabyva klasickym linearnim regresnim
modelem.

Zatimco v minulé kapitole jsme hodnoty parametrii regresnich funkei minimalizu-
Jici soudty Ctvercil potitali nebo hledali, nyni je budeme odhadovat ve smyslu postupi,
které byly probrany ve tfeti kapitole, vénované induktivaim Gsudkim. V takovém pii-
padé budeme moci posuzovat statistické vlastnosti bodovych odhadd, jako jsou ne-
zkreslenost nebo konzistence. Obdobné bude moZné testovat statistické hypotézy tyka-
Jici se regresniho modelu, se kterym budeme pracovat.

Cilem regresni analyzy je hlubdf vniknuti do obecnych rysi zkoumanych zavislosti

a nalezeni takovych matematickych pfedpisti, které by umoziiovaly obecné tvahy
0 podstatd sledovanych vztahil. Odhad konkrétni regresni funkce na ziklads danych
{vybérovych) pozorovani neni jesté zarukou spravng zvolené cesty k poznani piéin-
nych souvislosti mezi veliinami a pochopitelné nedovoluje ztotoZnit vypoéitanou
(vybérovou) regresni funkei s hypotetickou regresni funkci zékladniho souboru. Pote-
bujeme najit odpovéd’ na celou fadu zavaznych otazek, souvisejicich s posouzenim
regresnf funkce jako ndstroje k analyze vnitinich souvislosti mezi veli¢inami a k odha-
dim vysvétlované prom&nné p¥i volbé libovolnych kombinaci vysvétlyjicich promén-
nych. Uved’'me n&které z nich:

Byl zvolen vhodny typ regresni funkce?

Byl proveden spravny vyb&r vysvétlujicich proménnych?

Jak lze hodnotit vyznam jednotlivych vysvétlujicich proménnych zafazenych do

regresni funkce?

Do jaké miry se ukdzaly opravnéné predpoklady, za kterych je vhodné pouzit

metodu nejmendich Etvercl v popsané podobé, nebo by bylo vhodné hledat

jinou metodu odhadu parametri?

Jak velké jsou vybérové chyby odhadii parametrd a v jakych mezich se pohybuji

hodnoty neznimych parametri a hodnoty zavisle proménné pii zvolenych

kombinacich hodnot vysvétlujicich prom&nnych?
V dalsim textu se budeme vEnovat vySe zminénym problémiim, nalezeni presnych
a obecnych odpovédi na viechny uvedené otazky ale pfekracuje mozZnosti této kapi-
toly, vénované problematice regresni a koreladni analyzy. Ctendfe odkazujeme na
obsahlou literaturu, vénovanou regresnim modelim a jejich pouZiti.

Nejprve budeme zkoumat piipad, ve kterém Jsou pouze dvé proménné (zavisle

- promeénnd y a nezavisle proménna x) a zavislost budeme popisovat regresai piimkou.
- Potom se budeme vénovat nelinearnimu regresnimu modelu s mocninnou a expo-
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nencidlni regresni funkei a podrobng se budeme zahyvat modelem s polynomickou
regresni funkei (podle 4.3.3). Poslednim uvaZovanym regresnim problémem bude
vicendsobna regrese, v niz pouzivame jednu vysvétlovanou promémnou a vice
vysvéthyjicich proménnych.

Pfedpokladejme tedy, Ze v celé¢ populaci Je zavislost mezi proménnymi x a %
popsana populaéni regresni pifmkou y= [t fix a parametry ptimky f a S jsou ne-
znamé. Mame k dispozici pouze n dvojic (x;, 1), i = 1,2, ..., n kde x; je pevna hodnota
vysvétlujici proménné, y; je nahodna velidina a predpokladame, Ze plati

yi=potpxita, i=1,2,...n (4.48)

Nahodnd velitina & se nazyvi nahodna slozka a mtFeme ji interpretovat jako vy-

sledek ptisobeni viech v regresnim modelu neuvaZovanych vlivi, které ovliviiuji zmé-
ny vysvétlované proménné y. Model {4.48) nazyvame (stochastickym) regresuim
modelem. O nahodné slozce £ budeme predpokladat, Ze m4 nulovou stfedni hodnotu, -

konstantnf rozptyl a norméalni rozdgleni. Pokud v regresnim modetu (4.48) plati

&~ MO, ), & jsou nezavislg, i = 1, 2, . (4.49)
hovofime o klasickém lineArnim regresnim modelu. O rozptylu nahodné slozky &
predpoklidime, e je nezndmy a v prabéhu prace s regresnim modelem ho bude tieba
také odhadnout. Vzhledem k tomu, ze jsme stanovili predpoklady na ndhodnou slozku,
miZeme pfi praci s regresnim modelem pouZit postupy teorie pravdépodobrosti 7 dru-

hé kapitoly a matematické statistiky z tfet{ kapitoly. Budeme tedy pocitat stiedn{ hod-

noty a rozptyly a mluvit o edhadech neznamych charakteristik (napiiklad parametrd

modelu} a statistickych vlastnostech téchto odhadit nebo testovat statistické hypotézy.-
Pro kaZzdou hodnotu vysvétiujic proménné x; miiFeme najit stfedni hodnotu £(v,):

vysvétlované proménné

E@)=pot pui+ E(&) =+ fux;
D) = D(fo+ prxi + &) = D(8) = &

a rozptyl D(y/)

Pouzijeme-li dale vlastnosti normélniho rozd&leni, miZeme Fici, Ze 5 jsou ndhodné:

veli¢iny s normélnim rozd&lenim N(fo+ fix;, o) a mitzeme tedy psat

Yi~ N(fo+ Bixs, o).

Pro odhad parametrii regresnfho modelu (4.48) pouZijeme opét metodu nejmengich
&tvercl a pomoef metody normalnich rovnic nebo maticového zapisu najdeme odhady -

o @& f neznamych parametrd £ a A jako

ﬁo =by a [;)1 =b,
kde bo a by jsou dény v (4.19) a (4.20). Vzhledem k predpokladiim (4.49), které jsme
uinili o nahodné slozce, mizeme o odhadech parametri regresni piimky fici (Hebak
Hustopecky, Mala, 2005; Hebak a dalsi, 2013), Ze
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1sou konzistentni,
Jjsou nezkreslené,
maji nejmensi mozny rozptyl,
Jsou lineérni funkci pozorovanych hodnot vysvétlujici proménng,
maji normalni rozdéleni,
7 druhé az &tvrté viastnosti plyne, Ze odhady jsou typu BLUE (z anglického Best Li-
near Unbiased Estimator). Nezkreslenost odhadii v pripadé regresni piimky Znamend,
Ze plati
BB )=p o E(4)=p.
Pro v8echna x; oznatime hodnoty na odhadnuté regresni pimce
yi=08+px, (4.50)
steyné znacen{ zvolime také pro libovolnou hodnotu vysvétlujic proménné x ve tvaru
=5+ fix.
Tento postup umozni na zakladé odhadnutého regresniho modelu odhadovat hodnoty
vysvétlované promeénné pro viechny mozné hodnoty vysvétlujici proménné x. Volime-
li hodnotu nez4visle proménné x; (i=1,2, ..., n), pak rozdil mezi pozorovanou hodno-
tou y; a hodnotou na regresnf funkci ¥; nazveme reziduum a ozna&ime jej &.. Je tedy

&=y~ :yf“(/éo +lei)' (4.51)

Tato hodnota je realizact nihodné sloZky & v bodé x,. Pokud pozorovany bod lexi
pfimo na regresni p¥mce, je reziduum nulové. Pokud le pozorovani nad regresni
funkci, je reziduum kladné, v opaéném ptipadé je zaporné. Pokud rezidua secteme,
z konstrukee odhadd parametrd plyne, ze soudet je roven nule.

Piiklad 4.9

Vratme se k idajim z prikladu 4.5, Ji# jsme nasli odhady regresnich parametr
y=34,691, £=1,082, a Je tedy mozné nalézt také hodnoty rezidui. Budeme pled-
pokladat, Ze plati regresni model (4.48). Potom m4 odhadnuta regresni funkce tvar
P=B+ Bx=34,691+1,082x.
Hodnota odhadnuté smérmice regresni ptimky A udavd, Ze pokud vy$e investic varos-
te 0 10 000 K&, vzroste hodnota produkce v priiméru o
1,082 - 100 000 = 108 200 K&.
V tabulce 4.18 jsou, pro viechny pozorované hodnoty x;,i=1,2, ..., n, nalezeny od-
hadnuié¢ hodnoty na regresni pfimee =4, + Ax,, hodnoty rezidui (urdené podle
(4.51)) a jejich druhé mocniny. V pryvnim fidku je tedy napiiklad
Ji =34,691 +1,082-16,3 = 52,32 (-10 000 K&)
& =52,8 - 52,319 = 0,481 (-10 000 K¢).

L
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Tab. 4.18 Vypoéet rezidui v ptikladu 4.9
Firma Vi X 3 &=y &
1 52,8 16,3 52,319 0,481 0,231
2 51,9 16,8 52,860 —0,960 0,922
3 54,2 18,5 54,699 —0,499 0,249
4 50,8 16,3 52,319 -1,519 2,309
5 54,9 17,9 54,050 0,850 0,723
6 539 174 53,509 0,391 0,153
7 53,1 16,1 52,103 0,997 0,994
8 52,4 16,2 52,211 0,189 0,036
9 53,0 17,0 53,077 —0,077 0,006
16 52,9 16,7 52,752 0,148 0,022
529.9 169,2 529.900 0,000

Na hodnotach rezidui jsou zaloZeny mnohé diagnostické postupy, které umoZiiuji

posoudit, zda uvaZovany regresni model spliiuje piedpoklady, které jsme na ndhodnou
slozku kladli. Rlzné diagnostické postupy jsou popsany napiiklad v Hebdk a dals,
(2013}, jsou take implementovany ve statistickych programech. V tomto textu se ome-
zime pouze na dva grafy, které nam umozni pfiblizné posoudit, zda rezidua odporuji
nebo neodporuji pfedpokladiim, které na nahodnou slozku klademe. Nejedn4 se tedy
o0 Zadny test, pouze o grafickou metodu, kterd miZe pomoci pfi regresni diagnostice;
kdy posuzujeme splnéni pfedpokladi kladenych na regresni model. Pokud je v modelu
pouze jedna vysvétlujict proménnd, sestrojime graf rezidui tak, Ze na vodorovnou osu
umistime hodnoty x; a na svislou osu hodnoty rezidui £,,i=1,2, ..., n, obrazek tedy

obsahuje # bodil. Obrazek doplnime vodorovnou piimkou &= 0, zndzoriujici nulové
reziduum (obrazek 4.14), Plat{-li pfedpoklady kladené na nahodnou slozku, rezidua by, :
méla ndhodné kolisat kolem nulové hodnoty, jak plyne z pfedpokladu o nulové stiedni
hodnoté& ndhodné slozky. Vzhledem k predpokladu konstantniho rozptylu rezidua koli
saji uvnitf n&jakého pasu. Tato situace je zndzomena na obrizku 4.14 v levé Casti

plnymi body. V levé &asti obrazku je dile (prazdnymi koletky) znazornén pribéh rezi- -
dui, kde je porusen predpoklad stejnych rozptyli a zda se, %e rozptyl roste s hodnotou
nezavisle proménné x. V takové situaci se nabizi hledat néjakou transformaci promén-
nych stabilizujici rozptyl, nejb&zn&jsi volbou je logaritmus nebo odmocnina (podrob-
néj$i informace miiZeme nalézt napfiklad v Hebdk a dalsi, 2013). Pokud rezidua
vypadaji tak, jako v pravé Casti obrazku, naznaduje to, Ze zvolend lincdrni regresni
funkce neni vhodna pro popis zavislosti mezi prom&nnymi a pro tento popis je tieba
hledat vhodnou transformaci proménnych, polynomickou regresni funkei & nelinearni
regresni funkci. R
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Obr. 4.14 Graficka diagnostika rezidui

Nyni oznaéime priimér hodnot vysvétlované proménné y=%" y,/n. Definujme
(v souladu s prvni kapitolou knihy vénovanou popisné statistice a analyze rozptylu

v ¥4sti 3.4.4 2 4.2);

celkovy soucet tvercii odchylek (bez ohledu na zvoleny regresni model) jako
§,=3(-7) (452)
soucet ¢tverci odchylek vysvétlen)'fclﬁlmodelem St
Sz —i(j}i -y )2

a rezidualni soudet &tvercii odchylek Sy

A ~ n i1
Sk :Q(ﬂmﬁl )=Z(yz “J"’f)zzzf?fz-
=l i=1
Lze ukazat, Ze plati
Sy =8r+ Sk (4.53)
Na tomto rozkladu celkového soudtu ¢tvercd milzeme zaloZit posouzeni kvality
regresniho modelu. Hodnota S, je pro dand pozorovani y1, s, ..., y» vysvétlované pro-
menné konstantni a podle velikosti Sra Sz miizeme posuzovat kvalitu regresni funkee
Jako modelu pro zévislost mezi prom&nnymi x a y. Viimnéme si, e &im regresni model
vystihuje 1épe zkoumanou zavislost, tim je v&t$i hodnota Sr, a tedy je mensi hodnota
Sk V pipadé deterministické linearni zdvislosti, kdy vSechny pozorované body lezi na
jedné pfimce, je S, = Sra Sk = 0. Naopak v ptipad¥, kdy linedrni zdvislost mezi zkou-
manymi veli¢inami neexistuje, je S, =Sk a Sr= 0. Populadni regresni ptimka je pak
rovnobéZna s vodorovnou osou, odhadnuta regresnf pfimka je pfiblizné rovnobézna
§ touto osou.

Posouzeni intenzity regresni zavislosti je jednim z Gkolii regresni a koreladni ana-
lyzy. Posuzovany vztah je tim siln&j¥i a regresni funkce tim lepsim popiser, ¢im vice
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jsou empirické hodnoty vysvétlované proménné soustfedéné kolem odhadnuté regres-

ni funkee. A naopak — vztah je tim slab{, ¢im vice jsou empirické hodnoty vzdaleny

hodnotam vyrovnanym regresni funkei, tedy hodnotdm na odhadnuté regresni funkei.
Je vidét, Ze nalezeni miry intenzity zavislosti souvisi s kvalitou regresniho odhadu.

Kvalitu regresniho modelu milZeme posoudit indexem determinace 7, ktery je
definovan jako

hY
I* =22 (1100 %) (4.54)
Sy
a miZeme ho interpretovat jako procento variability vysvétlované proménné vysvét-
lené regresnim modelem piinmky. Z vy3e uvedeného plyne, Ze pro linedrné nezdvislé
veli¢iny je /7= 0. V pfipadé deterministické linedrni zévislosti je /2= 1, a regresnim

modelem je tedy vysvétleno 100 % variability vysvétlované proménné. V takovém -
piipadé v regresnim modelu (4.48) opravdu %idna variabilita neni, £=0 a o*=0."

Index determinace charakterizuje pouze intenzitu zavislosti popsané zvolenou regresni

funkei, nikoliv jeji smér. Proto neodpovida na otizku, zda je zavislost prim4 (rostou-

li hodnoty jedné proménné, spide rostou také hodnoty druhé proménné) nebo nepiima

(roste-li jedna proménna, spiSe klesd druhd). V prvnim piipadé je odhadnutd smérnice.

regresni primky kladna a odhadnuta ptimka je rostouct, ve druhém piipadé je smérnice

regresni pifmky zapornd a pfimka je klesajici. Lze ukdzat, ze pokud koeficient determi-
nace I* odmocnime (charakterizuje silu linedrni zavislosti) a priddme znaménko smér-
nice regresni pifmky (charakterizuje smér linedrni zavislosti), dostaneme koreladni
koeficient ry, definovany v (4.31). Vlastnostmi (vyb&rového) korelaéniho 7, a mo%-

nostmi statistickych Gsudkii zaloZenych na tomto koeficientu se budeme dile zabyva
v Casti 4.3.8, kterd je vénovana korelaéni analyze.

Jin¢ bézné oznadeni pro koeficient I je R?, toto znadeni se pouziva ve vystupech
v softwaru a vychézi ze vztahu mezi koreladnim koeficientem a indexem determinace,.

kdy rfy =%

K dokonéen{ popisu regresniho modelu jest& zbyva nalézt odhad rezidualniho roz
ptylu &, ktery potfebujeme pro induktivni tisudky o parametrech regresni funkce. Od
had rozptylu ndhodné sloZky nazveme rezidualni rezptyl, oznacime ho sz% a definu
jeme jako '

2 OBpf) L By s v 1

§p = = = Bx ) =——— ) E7.

R n_2 nﬁzg(y.c ﬂO ﬁlxz) f’l”‘"zi:l i

Velikost rezidualniho rozptylu muzZe slouZit jako charakteristika kvality regresniho:
modelu, nebot’ pokud je jeho hodnota mald, jsou pozorované body blizké regresn
funkci, a tedy regresni funkce dobfe popisuje zkoumanou zdvislost. Takze miZeme

hledat regresni funkce, které maji maly rezidualni rozptyl. Odmocnina z rezidudlniho

[2 ot A T .
rozptylu Sz =+/8z senazyva reziduilni sméredatma odchylka.
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Pro piiklad 4.9 miZeme nyni uréit rezidualni rozptyl ve tvaru
5,643
8

a rezidualni smérodatnou odchylku jako

SR :0,705

5, =4/0,705 = 0,840.

Nyni bodové odhady regresnich koeficientt (smérnice a posunuti regresni piimky)
doplnime intervaly spolehlivosti. Vzorec (4.40), umoziiujici nalézt odhad ﬁ pomoci
maticového zdpisu, Ize doplnit o kovarianéni matici vektorn odhadii ve tvaru

XX, (4.56)
Odhadneme-li nezndmy rozptyl o* ndhodné slozky rezidualnim rozptylem s5” podle
(4.55), 1ze odhady smérodatné chyby odhadii regresnich parametri B, a B, najit jako

Hledané oboustranné 100(1 — a)% intervaly spolehlivosti pro parametry 5 a f popu-
laéni regresni primky pak maji tvar (pii viech nasledujicich avahédch pouivame pro
Studentovo rozdéleni » — 2 stupni volnosti)

(ﬂa oS IE Byt o8 o ): (4.59)

(ﬁl “hanS ;s 15’1 +r1ka/2‘g/§[ ) (4.60)

Dale budeme testovat hypotézy o regresnich parameirech a regresnim modelu.
V regresni analyze nds nejéast&ji zajima, jestli je néktery z parametrd roven nule; ta-
kovy test nazyvame individudlnim testem o regresnim parametru. V takovém pii-
pad¢ testujeme kazdy parametr zvIast. V pfipadé testu hypotézy o parametrech re-
gresni piimky (pro j rovné 0 a 1) vyjad¥ime nulovou a alternativni hypotézu ve tvaru

Ho: =0 Hy: g#0. (4.61)
Test mizeme zaloZit na testovém kritériu

T:ﬁ, (4.62)

.
A
které m4 za platnosti nulové hypotézy Studentovo rozdélent s n— 2 stupni volnosti.
Pokud plati nulova hypotéza, je hodnota zlomkn blizka nule (plati B =0, a proto také
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jeho odhad ,B]. je blizky nule) a proti nulové hypotéze tedy hovoif piili§ nizké nebo

piilis vysoké hodnoty testového kritéria T kriticky obor ma potom tvar
Wo={t; || = tran}. (4.63)

Kritickd hodnota je popsana kvantilem Studentova rozdéleni, stupné volnosti jsou
rovny 1 — 2. Pribéh testu je shrnut v tabulce 4.23, zvolime-li pocet parametri modelu

p=2af,;=0,;7=0,1.

Poznamenejme, Ze test o smémici S je pro regresni pfimku obdobny testu o re-
gresnim modelu. V testu o regresnim modelu je v nulové hypotéze lingarnf nezdvis-
lost promémnych X a Y. V takovém pfipadé neni model pifimky vhodny pro popis
zavislosti mezi zkoumanymi proménnymi. Alternativni hypotéza fika, Ze zavislost po-
psana modelem existuje, Ze je statisticky vyznamma. Nulova hypotéza a alternativa -
maji v takovém ptipade tvar

H{)Z ﬁoﬁc,ﬂl“—“o leﬂné(].
Test je zaloZen na rozkladu celkového souctu étverch S, podle (4.53). Testovym krité- -
riem je statistika

_ 57
F= S, (4.64)
n—2 :
ktera ma za platnosti nulové hypotézy Fisherovo-Snedecorovo rozdéleni s parametry
1 an— 2. Kriticky obor ma tvar

Wao={F, F >z Fia}, (4.65):
kde stupné volnosti pro kritickon hodnotu jsou rovny parametrim F rozdélent za plat-:
nosti hypotézy. Test je specidlnim ptipadem testu o regresnim modelu, kiery je shrnut
v tabulce 4.24, kde opét volime p = 2. '

Regresni model muzeme pouZzit 1 pro odhady stfednich hodnot vysvétlované pro-:
ménné Y pro zvolenou hodnotu x nebo individualni hodnoty y v tomto bodé. Takové
postupy nazyvame také prredpovédi nebo predikee. PopiSeme-li pfimkou vztah mezi:
mzdou a délkou praxe, miZzeme se zajimat o stfedn{ mzdu pro zaméstnance s 10 lety:
praxe (odhad stfedni hodnoty ¥) nebo o mzdu jednoho konkrétniho zaméstnance s 10-
lety praxe. V takovém piipadé se snazime odhadnout jednu konkrétni hodnotu mzdy.

Z hlediska hodnoty vysvétlujici proménné x rozliujeme u téchto predpoveédi
interpolace a extrapolace. O interpolact se jedna v piipadg, kdy hodnota nezavisle:
proménné je obsaZena v intervalu mezi nejmensi a nejvétsi hodnotou pozorované ne
zavisle proménné, ve druhém piipadé lezi mimo tenfo interval. JestliZe jsme regresn
piimku odhadovali z hodnot v intervalu (Xmin, Xm:x), pak se jednd o interpolaci, pokud:
by nas zajimala pfedpovéd pro hodnotu vysvétlujici proménné x takovou, Ze.
Xmin < X < Xmax, & O eXtrapolaci pro x < xmin nebo x > xmi. V piipadé extrapolace pouzi
vame odhadnutou regresnd pfimku mimo interval, ve kterém jsme ji odhadovali. V td
kovém piipadé musime byt v usudcich opatrnéj$i nez v piipadé, kdy usuzujeme uvnitt:
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mtervalu pozorovani vysvétlujici proménng. Extrapolace vyuZijeme naptiklad p¥ ana-
lyze Casové fady v nasledujici kapitole pro predikce hodnot éasové fady.

Zvolme tedy jednu konkrétni hodnotu vysvétlujici proménné x. Bodovym odha-
dem pro stfedni hodnotu i individualni hodnotu vysvétlované prom&nné je hodnota na
regresni piimce

P=p+ Bix.

[y 1 2 3 4 5 ] 7 8 E] 0

Obr. 4.15 Odhady hodnot vysvétlujici proma&nné

Na obrazku 4.15 je zndzornén lineérni regresni model, pfimka byla odhadnuta pro hod-
noty x z intervalu {I; 6). Znazornili jsme dva odhady hodnot vysvétlované proménné,
interpolaci pro x = 4 (plnd ¢4ra) a extrapolaci pro x = § (&4rkovang); hodnoty odhadii
je mozné nalézt na svislé ose. Odhadnuta regresni pifmka mi tvar 13,9 — 1,3x, dost4-
vame tedy predpovédi

= x=4:p=139-1,34=87,

» x=&75=139-138=3,5.
Vsimnéme si, Ze pro volbu vysvétlujici proménné vy$si nez 10 by hodnota na regresni
funkei 3 byla zapornd i v piipads, Ze z vieného hlediska by takova mozZnost viibec
nemohla nastat.

Tyto bodové odhady jesté doplnime smérodatnou chybou a sestrojime intervaly
spolehlivosti pro pfedpovédi. Podle Hebék a dal¥i (2013) je smérodatnd chyba odhadu
¥ stedni hodnoty proménné ¥ pro hodnotu vysvétlujici prom&nné x rovna

(4.66)

Potom Ize 100(1 — @)% interval spolehlivosti tuto stfedni hodnotu zapsat ve tvaru

(J’}_fl—mzsﬁs j>+t}—oe12$ﬁ)' (4.67)
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Meze intervalu (4.67) miZzeme pouZit ke konstrukei pasu kolem regresni pfimky, ktery
bude intervalovym odhadem pro populaéni regresni pfimku se spolehlivosti 1 — a.

Je§té nas bude zajimat interval spolehlivosti pro individualnt hodnotu proménné
¥, tedy pro odhad individuélni hodnoty vysvétlované proménné pro hodnotu vysvétlu-
jici proménné x. Interval spolehlivosti bude mit stejny stted 37 jako interval spolehli-
vosti pro stfedni hodnotu, musi byt ale kviili v&t3i nejistoté, vyjadiené smérodatnou
odchylkou, 8ir¥. Dostaneme

(j}_tl—aﬂ \fszza "'SJ% s P 4 \,‘Sfe"'sy% ) (4.68)

Odpovidajici pas kolem regresni ptimky by mél v priméru obsahovat 95 % z » pozoro-
vani. Tento pas se da pouzit také pro odhady individualnich hodnot, proto se mu nékdy |
fika predikéni pas kolem regresni piimlky.

7

Ve vzorcich (4.67) a (4.68) si poviimnéme, Ze poloviéni §ifka intervalu spolehli- -

: [2. 2 ] « terii e
vosti #,_,, 85 (eSp. ¥, /83 +5; ) neni pro viechny hodnoty vysvétlujici proménné -

FRvrse,

x stejnd, a tedy viechny odhady nejsou stejné piesné. Nejmensi §itky dosahuji intervaly
v piipadg, Ze x = X . Bude-li se x vzdalovat od hodnoty X v libovolném sméru, bude se-

o

§ifka intervalu zvétSovat.

Vrat'me se nyni k problému sdruzenych regresnich pifmek, kdy zaménime vysvét
lujici a vysvétlovanou proménnou. Budeme tedy uvaZovat klasicky regresni model:
takovy, Ze vysvétlovana prom&mna je x a vysvétlujici prom&nnad je y. Takovy model
milZeme zapsat ve tvaru :

X;= ao+.a1ys+ g.
Néahodnou slozku jsme ozna&ili £ a budeme piedpokladat, Ze spliiuje piedpoklady kla
sického linedrniho modelu.

Probereme dvé mezni vzajemné polohy odhadnutych regresnich pfimek. Pokud je
smérnice B nulovi, je nulovy i odhad smémice ¢, a odhadnuté pHmky maji tvar

$=53, £=3%. Sdruzené pimky jsouv takovém piipadé navzijem kolmé a rovnobézné:

s pEislugnymi osami soufadné soustavy. Tento piipad odpovida lincarng nezavislym
veliinam x a y. V opatném piipadd, kdy viechna pozorovani lezi na jedné pfimce,
jsou vechna rezidua nulova a proménné jsou deterministicky linedmné zivislké
V takovém piipadé plati vztahy, které jsme odvodili v (4.30).

Indexy determinace v obou regresnich modelech popsanych sdruZenymi regres
nimi pi{mkami nabyvaji stejné hodnoty. Obdobné jsou také stejné hodnoty testové sta
tistiky pro individualni test o smémici a také o regresnim modelu, obé statistiky maji -
stejné rozdéleni, a tedy rozhodnuti jsou naprosto stejna. Viimnéme si, Ze obé odha
nuté smérnice museji mit také stejné znaménko a jejich soudin je tedy nezdporny. Lze
s¢ pfesvédéit, Ze tento soucin je roven (spoleénému) indexu determinace, plati tedy -
I*=fé,.
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Piiklad 4.10

Uvazujme zdvislost mezi cenou voln stojici myeky (§iika 60 cm) y v K& a jeji hlug-
nosti x (dB). Mame k dispozici 32 dvojic pozorovéani. Lze otekdvat nepiimou Gmér-
nost, protoze tiS8i piistroje jsou asi spide drazsi nez piistroje hlu¢n&ji. V tomto pripad
ma z vécného hlediska smysl uvazovat i sdruZenou regresni pimku, kterd vysvétluje
hluénost mycky jeji cenou,

Z pozorovanych hodnot byla urena priiméma cena 13 096 K¢ (vybérova sméro-
datna odchylka 3909 K¢) a priméma hluénost 44,8 dB (minimalni hluénost je 40 dB,
maximalni hlu¢nost 52 dB, vybérové smérodatnd odchylka je rovna 2,6 dB). V tabulce
4.19 jsou uvedeny odhadnuté parametry regresni ptimky potizené pomoci statistického
softwaru, jejich smérodatné chyby, hodnoty testového kritéria pro individudlni testy
o parametrech a p-hodnoty, pfisluiné t¢mto testiim.

Odhadnuté regresni funkce ma tvar

y=>51 798 — 863,65x. {4.69)
Pro test hypotézy, ze smémice £ je nulové, pouZijeme testové kritérium podle (4.62)
- —863,65
220,531 77
a kriticky obor je

Woos =46 1] 2 4_g g5} = (o0, 2,042} {2,042, c0).

Kriticke hodnoty jsou podie (4.63} rovay —foe7s(30) = 2,042 a f5975(30) = 2,042,
Hodnota testového kritéria—3,92 je prvkem kritického oboru Wy s, proto zamitéme (na
hlading vyznammosti 0,05) hypotézu o nulové hodnot& smérnice populaéni piimky.
Linedmi zdvislost mezi proménnymi je tedy statisticky vyznamnd.

Tab. 4.19 Odhad parametrd a individudlni testy o parametrech, zavislost
ceny na hiuénosti

. Bodovy Smérodatna
P -
romennd odhad chyba t p-hodnota
Posunuti 51 798 9 899,07 5,23 < 10,0001
Hluénost —863,65 220,53 —3,92 0,000 5

Tab. 4.20 Odhad parametr(l a individudlni testy o parametrech, zavislost
hluénosti na cend

_ Bodovy Smérodatna
Proménna odhad chyba t p-hodnota
Posunuti 49,942 1 1,3652 36,58 <0,0001
Cena —0,000 4 0,000 1 -3,92 0,000 5

Hodnotu odhadnuté smémice regresni pfimky méizeme interpretovat tak, 7e pokud
vzroste hlugnost o jeden decibel, klesne cena v priméru o 864 K&. Pokud by nas zaji-
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mal interval spolehlivosti, podle vzorce (4.60) pouZijeme jiZ nalezeny kvantil
fo,975(28) = 2,042 a dostaneme

Bt os 5 =—863,65 % 1) 4,: 220,53 =863, 65 + 450,32,

Z tabulky 4.21 také p¥fmo ziskame odhad rozptylurezidui s,* = 10 450 242, a tedy

rezidudlni smérodatna odchylka je 5p=+10 450 242 =3233 K¢,

Na obrazcich 4.16 jsou dile ukazany zikladni moznosti, Jjak posoudit kvalitu mo-
delu z hlediska spln&ni predpokladil o ndhodné slozce. Na prvnim obrazku jsou rezidua
znazornéna proti vysvétlujici proménné hluénost, na druhém jsou pak na vodorovné
ose hodnoty ptedpov&di hodnot vysvctlované proménné. Prvni obrazek Jje alternativou
k obrizku 4.14. Na #4dném obrézku rezidua modelu nevykazuji jasné znamky toho, Ze
by byly poruseny pfedpoklady o ndhodné sloZce.

Dostavame tedy interval (1314; ~413) a miizeme Het, Ze tento interval pokryva stéedn{
snizeni ceny s pravdépodobnosti 0,95. Pokud tedy myCka je o 1 dB hluénéj¥i, mycka
bude v priméru o 413 az 1314 K& levnéjsi.

Tabulka 4.21, popisujici rozklad celkového soudtu &tverci odchylek $,, obsahuje
podrobnou informaci o regresnfm modelu. Napfiklad (pouZijeme-li tabulku 4.25) ze
sloupce stupné volnosti miiZeme vyéist podet parametrd p modelu (2= 1+ 1) a rozsah
vybéru (32=31+1 nebo 30 + 2). Testové kritérium pro test o regresnim modelu z defi-
nice (4.64) dostaneme ve tvaru

S, 160273754
~ S; 313507246
n—2 32-2 _
Podie p-hodnoty je regresni model statisticky vyznamny, neboli zamitime nulovou -
hypotézu o nezévislosti ceny a hlucnosti. Stejny vysledek bychom dostali pomoc
kritického oboru (volime &= 0,05 a pouzijeme kvantil Fo95(1,30) = 4,171)
We= {F; FEF],(),{)j} = (4,171; OO).
Z tabulky 4.21 uréime také index determinace jako

pAO02BTA_ oaes (33.83%)
473781000

tedy model vysvtluje necelych 34 % variability ceny, zbylych 66 % vysvétleno -
nebylo a tato variabilita je zahmuta v rezidualnich &tvercich.

Jeste urtime vybérovy korelaéni koeficient ry tak, Ze najdeme odmocninu 7 inde-
xu determinace 7% =,/0,3383=0,5816 a pfidame zapomé znaménko smérnice od-

hadnuté piimky, tedy 7, =—0,581 6. Stejnou hodnotu dostaneme tak, Ze vynasobime
odhadnuté smémice obou regresné sdruzenych piimek

863,650,000 4=0,5816,

opét ale musime piidat spoledné ziporné znaménko smérnice. Treti moznosti je vypo
Citat hodnotu koeficientu z definice (4.31).
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Obr. 4.16 Graty reziduf k pikladu 4.10

Na zaveér ptikladu jsou na obrazku 4.17 znazornéna pozorovani, odhadnuts regres-
ni pfimka, pfedpovédi na regresni funkei a dale pas spolehlivosti pro regresni pEfmku
(uzsi pés znazomény teckovang) a pro piedpovidi (vnéj3i pas zndzornény Carkovang).
V tomto vng&jiim pasu by mélo ledet 95 % pozorovani, z 32 lez{ na vn&j§f hranici jedao
pozorovani (3 %), dal¥{ dvé jsou na hranici uvniti (6 %).

30000

25000 Sy, S

Tah. 4.21 Analyza rozptylu pro regresni model 7 piikladu 4,10

Zdroj Stupng Soucet | Primémy
varia%aility volnosti tvercit ’ étverecy o { p-hodnota
Model 1 160 273 754 { 160 273 754 ’ 1534 | 0,000 35
_Rezidudlni 30 313 507 246 10 450 242
Celkem 31 473 781 000 f 38 43 hluénost 48 53

Obr. 4,17 Regresni piimka s 95% pésem spolehlivosti pro regresni
piimku a s predikénim pisem
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Jeste se pokusime odhadnout stiedni cenu mytky a cenu Jjedné mycky, ktera ma
hlu¢nost 45 a 53 dB. Z idajli v zadani ptikladu vyplyva, Ze v piipadé 45 dB jde o inter-
polaci a pro 53 dB o extrapolaci, nebot’ maximalni hodnota hluénosti v datech je
52 dB. Z odhadnuté regresni funkce (4.69) dostaneme bodové odhady

» =51798 — 863,65-45 =12 934 K¢,

y=151 798 — 863,65-53 = 6025 K&.
Intervalové odhady se jiz budou lisit pro stiedni cenu mytky (budou uzsi) a pro
individuaini hodnotu (budou irsi). PouZijeme-li vztahy (4.66), (4.67) a (4.68),
sSk=3233 K&, X=44.8, ¥ (x, ~X)’=214875a fo,975(30) = 2,042, dostaneme pro ob&
volby vysvétlujicf prom&nné smérodatné chyby pedpovedi s,

—\2 2
prox=42 s,=5, l+~~~~(fx)—2:3233- i+w=8141<5,
noY(x-%) 32 214,875

2 ;
- —44.8

prox =53: s5;=s, i+_(ljl_ ! @m_"_)
n

- =3233.,|—+
32 214,875

— =1897 K¢.
Z(x!. —x)

Viimnéme si, ze smérodatna chyba pro 53 dB je vétsi ne pro 42 dB. Pro hluénost

42 dB sestrojime také intervaly spolehlivosti pro individulni i primémou hodnotu .
ceny (v K&). Pro pritmérnou hodnotu je 95% interval spolehlivosti podle (4.67) roven

(12934 -2,042-814; 12 934 + 2,042.814) = (11 216, 14 6523,

kem interval

(12 934-2,042-/8147 +3233%; 12934+42,042-,/8142 | 32332 ) =(6111;19757).

[

Pokud bychom uvazovali regresni modely z &asti (4.3.4), v pripadé funkei linear-

nich v parametrech nmiizeme pouZit postupy uvedené vyse pro pifimku, jen se budou
vztahovat k transformovanym proménnym. MéZeme napftiklad uvazovat klasicky lim

arni regresnf model s hyperbolickou regresni funkei (4.41) ve tvaru '

1
y:ﬁ0+ﬁ;+8)

nebo s logaritmickou funkei (4.42)
y=pFo+ filnx + &
Je ale tfeba mit na paméti, Ze v prvnim piipads pracujeme se zavislosti vysvétlované
proménné y na proménné 1/x a ve druhém se z4avislosti na vysvétlujici proménné Inx,
nikoliv se zavislosti na x. g
Pokud je regresni finkce nelinearni v parametrech (jako jsou naptiklad ji¥ probra-
n¢ funkce mocnina, exponencidla a dale tyto funkce s posunutim), jiz se nejedna o line-

~4.3.6 Vicendsobna regrese a korelace

i
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arnf regresni model, ale o nelinearni regresni model 1 v pfipad¢, Ze ndhodné slozky
splitujf predpokiady klasického linearniho regresntho modelu. Prace s takovymi mo-
dely a statistické isudky o modelu a jeho parametrech piesahuji moznosti tohoto textu,
postupy lze najit ve specializovanych textech Hebdk, Hustopecky, Mala (2005), Hebak
a dalsf (2013). Poznamenejme jen, e pokud pouzijeme linearizaci modelu (postup,
ktery jsme predstavili pro mocninou funkei a exponencialni funkei), mi¥eme pouzit
vyse uvedené postupy linedrni regrese pouze v linearizovaném modelu. VEimnéme si,
Ze napfiklad model
y=pht+e
nelze piimo linearizovat, nebot’ je
In(y) = (41" + &)
a logaritmus souétu na pravé strané rovnice nelze snadno vypolitat. Linearizovany
lineami mode]
In(y) = o+ xIn(/) + &,
se kterym umime dobfe pracovat, ziejms neni z hlediska pfedpokladii o rozdé&leni na-
hodnych sloZek shodny. Proto lze dobfe interpretovat vztah mezi lo garitmem promén-
neé y a proménnou x v ptipadé exponencidlni regresni funkce a mezi logaritmy obou
promeénnych v pfipadé mocninné regresni funkce v zakladn{m souboru. Problematic-
kou je nelinedrni zp&tna transformace na vztah mezi vysvétlovanou promé&nnou y a vy-
svetlujici proménnou x. Tato transformace zpusobuje, Ze takto ziskané odhady parame-
tril v plivodnim regresnim modelu nemaji vlastnosti uvedendé v pfehledu pro odhady
v klasickém linearnim modelu, a to ani asymptoticky pro velké nahodné vybiry.

Doposud jsme se zabyvali zavislosti dvou proménnych a tuto zavislost jsme charak-
terizovali regresni pfimkou, kterd je popsana dvéma parametry. Podafilo se nam najit
vhodny popis také pro zavislosti, pro jejichZ vyjédfeni se ptimo nchodila pimka.
Uvedli jsme moZnost transformaci vysvétlované nebo vysvétlufici proménné nebo
zobecnéni linedmniho regresniho modelu na nelinearni regresni model, ktery je popsdn
regresni funkci nelinedrni v nezndmych parametrech. Dalsf moZnosti, jak postupovat
pii konstrukei regresniho modelu, je pouzit vice vysvétluficich promé&nnych, nebo

W

misto pfimky pouZit polynom vyssiho ¥adu, tedy polynomickou regresi.

Vicen4sobna regrese

Nyni budeme zkoumat zdvislost mezi jednou vysvétlovanou a vice vysvétlujicimi

proménnymi, které také nazyvime regresory. Ptedpokladejme tedy, ze mame k vy-
svétlujicich kvantitativnich proménnych, které oznatime X1, X2, «.y Xe. MiZeme napfi-
klad sledovat zavislost mzdy (v korunéch) na tfech vysvétlujicich promeénnych: v&ku,
podiu let, které &lovsk stravil vzdelavanim, a délky praxe v letech. Polynomicka re-
grese je specidlnim pfipadem vicendsobné regrese, nebot’ napfiklad pro polynom f4du
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dva mame dvé vysvétlujici proménné x a x*, pro kubickou parabolu jsou vysvétlujici
proménné tfi — x, x> a x>, Proto se vSechny postupy, kterymi se zde budeme zabyvat,
pouzivaji 1 pi1 praci s klasickym linearmnim modelem s polynomickou regresni funkci.
Z4vislost mezi vysvétlovanou proménnou y a k-rozmérmym vektorem x, do kterého
umistime & vysvétlujicich proménnych x = (x1, x2, ..., x)', popiseme linedrni regresni
funkei
JXBY = fo+ fxs + foxa + ...+ B (4.70)
Zkoumdni zavislosti tohoto typu se nazyva vicenasobnoa (mnohonasobnou) regresi.
Piedpokladeime, Ze data obsahuji » pozorovani vektoru (v;, x;) = (s, xu, Xa2, ..., Xi),
kde u vysvétlujicich proménnych oznaCuje prvni index pozorovant (i=1,2,...,n)
a druhy index poradi vysvétlyjici proménné (j =1, 2, ..., k). Regresni model ma pak
tvar

vi=pot+ fixa+ fxot+ .+ St &,
lede ndhodné veliciny ¢; spliji predpoklady klasického linearniho modelu. V matico-
vém tvaru muzeme opst psat

vy=Xp +¢,
kde regresni matice X ma » fadkd a £+ 1 sloupcd a plati
boxy Xy o oxy, By N &
X= o . B=1 . ,¥= ag=
1 Ko Xz e Xy willetl) ﬂ & 7 (ferlyd Fn nd &y el

Parametry 3,7 = 1,2, ..., k nazyvame také diléi regresni parametry, nebof udavaii:
zménu stfedni hodnoty vysvétlované proménné y, jestlize hodnoty vech ostatnich
promeénnych jsou stejné a vysvétlujici proménnd x; se zméni o jednu jednotku. Para-
metr £ budeme nazyvat abselutni ¢len. Celkem je tfeba odhadnout p = & + 1 parame-

trli regresni funkce a rozptyl ndhodné slozky o*. Odhad |§ vektoru parametri metodou -

nejmensich ctvercl ziskame podle (4.40), pro hiedani odhadi regresnich parametr(
pouzivame sofiware. Odhadnutou regresni funkei pak lze zapsat jako :

y=0,+px +x, + .t X, (4.71)
Pro znazoméni odhadnutého modelu ale jiZ neni moZné pouZit graf, ktery zndzomiuje
x. ¥ a odhadnutou regresni funkci, v piipadé pouze jedné vysvétlujici proménné
v pfimkové nebo polynomické regresi. Vhodnym grafem je napiiklad obrazek, kdy na
vodorovnou osu zobrazujeme hodnotu na regresni funkci 3, /=1,2,...,7 a na osg-

svislou pozorovanou hodnotu y;. V pifpadé deterministické zavislosti by viechny ta-
kové body lezely na ose prvniho a tfetiho kvadrantu. Cim jsou tedy body bliZe této
piimce, tim model lépe vystihuje analyzovana data.
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Piiklad 4.11

UvaZujme zavislost mezi cenou volné stojici mycky (vysvétlovana proménna y v K&)
a rocni spotfebou vody (x1,v litrech), rotni spotfebou elekttiny (xa, v kW), hlu¢nosti
(x3, v dB) a poltem programi x4, které nabizeji. Pouzijeme regresni model se &tyfmi
vysvétlujicimi proménnymi

y=Ft fo+ Bt P+ Boia+ &
a neznamé parametry odhadneme na zékladé vybranych n = 32 pristrojd. V prikladu je
k=4 ap=35. Pomoci softwaru byly nalezeny odhady parametrti z tabulky 4.22.

Tab. 4.22 Odhadnuté parametry regresniho modelu pro priklad 4.11

. Odhad Smérodatnd
Proménna parametry chyba t p-hodnota
konstanta 67610 14 868 4,55 0,000 1
voda —2,478 1,5326 -1,62 01173
hlugnost —925,493 345,899 -2,68 0,012 5
elektfina —12,296 34,129 -0,36 0,721 4
programy —422 531 324,706 —1,30 0,204 2

Odhadnuty regresni model m4 tvar
P =67610~2,48x; — 925,49% — 12,30x; — 422,53xs. (4.72)

Odhadnuté regresni koeficienty jsou zaporné, odhadnutd cena mycky tedy klesa
s ristem vech vysvétlujicich proménnych. Takovou viastnost bychom mohli odvodit
pred analyzou dat pro ob& spotfeby (vody a elektfiny) a pro hluénost, nikoliv pro
programy. Poslednf vysledek odporuje intuitivnimu vyznamu proménnych v modelu.

Na obrézlu 4.18 jsou znazorény hodnoty Y; na ose vodorovné a ¥; na svislé ose.

Os.a prvn_iho a tretiho kvadrantu je znazornéna teékovang. Tento obrazek dobie popi-
suje kvalitu regresniho modelu, pokud uvaZzujeme vice vysvéthujicich proménnych.
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Obr. 4.18 Graf regresni fimkce
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Na obrazku 4.19 jsou znizornéna rezidua modelu, na vodorovné ose jsou predpovédi
¥; hodnot vysvétlované proménné.
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Obr. 4.19 Graf rezidui modelu vicendsobné regrese

Testy hypotéz o parametrech v modelu vicenasobné regrese

Zabyvejme se nyni testem hypotézy o parametrech regresnich funkef. Testujeme hypo-
tézu

Ho: £ = foy
proti nékteré z alternativ:
Hi: B # foj, Hi: B> fosy Hu: fii < foy.
Za platnosti nulové hypotézy m4 statistika

_ ﬁ i /BO, J
S5,
Studentovo rozdéleni o 7 — p stupnich volnosti. Kritické obory jsou v tabulce 4.23.

T (4.73j

Tab. 4.23 Test hypotézy o regresnich parametrech

Hy H; Testové kritérimm Kriticky obor
B=by | A7 P by=py, Po™ 5112 )
B> fos T=T Totn=p) | Wo=1{t:1>t15)
Br< P, £ Wa= 1t t<—~t1a}

Zv]éStnim pfipadem uvedeného testu je individuaini test o parametru, ktery pouzi
vame pro testovani vyznamnosti jednotlivych vysvétlujicich proménnych v regresnim
modelu, tedy nulova hypotéza mé tvar (=0, 1, ..., ) :

Ho:ﬂj:()
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a alternativa fikd, Ze dil¢i regresni parametr nenf roven nule. V takovém piipadé je
pouziti piisluiné nez4visle proménné v modelu opravnéné. Testové kritérium z tabul-
ky 4.23 ma v takovém ptipads tvar

T= & (4.74)
S}éj

Nyni se zabyvejme testem o celém regresnim modelu. Nulové hypotéza fika, Ze
neexistuje zavislost mezi proménnymi popsana modelem, alternativni hypotéza, e
zavislost existuje. Pokud bychom hypotézu nezavislosti chtéli formulovat pomoci re-
gresnich parametrd, znamena to, Ze viechny regresni parametry u vysvétlujicich pro-
ménnych jsou nulové. Nenulovy ziistane pouze regresni parametr B, ktery mé v tako-
vém pfipadé vyznam priméru vysvétlované prom&nné ¥ . Pokud nezamftneme nulo-
vou hypotézu, neni model dobfe zvoleny a je tieba hledat Jiné vysvétlujici proménné
nebo sloZitgjsi zavislost. Nulové hypotéza, ze neexistuje zavislost popsani modelem,

‘m4a tvar

Hofo=c.pr=fp=..=f=0,
Alternativni hypotéza tika, Ze aspoi Jedno £ je nenulové, tedy
Hy: existuje aspoti jednoj = 1, 2, ..., k takové, e Gi#0.

Test je zaloZen na analyze rozptylu, je mozné pouZit tabullu 4.24 nebo tabulku
analyzy rozptylu v tabulce 4.25, ktera obsahuje prehledng viechny potfebné charak-
teristiky modelu a byva vystupem ve statistickém softwaru.

Tab. 4.24 Test o regresnim modelu

- Hy H; Testové kritérium | Kriticky obor
Po=c¢, /=0 | neplati Hy Fe Sy /(p~1) Wo={F,F > Fi,}
ji=1,2,...k Sp/(n—p)
F=Hp-1l.n—p)|
Tab. 4,25 Tabulka analyzy rozptylu pro test o regresnim modelu
Zdroj | Stupnd | Souet | Pramerny
_variability volnosti | &tvercli | &tverec d p-hodnota
Model p—1 St Stp—1) | Sp/(p—1)
Rezidudlni n—p Sz Seln—p) | S, /(n—p)
Celkem n—1 Sy
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Tabulka analyzy rozptylu 4.25 pro regresni model obsahuje také hodnotu rezidual-
niho rozptylu sz, ktery je odhadem rozptylu nahodné slozky &
sl=SR
n—p
Tabulku 4.25 miiZeme pouit k vytisleni indexu determinace 7 podle vzorce (4.54).
Hodnota indexu je opét mezi 0 a 1, &im vétsi je hodnota indexu, tim vétsi ¢dst variabi-
lity vysv€tlované proménné je vysvétlena regresnim modelem, a tim lepsi je regresn _.
model. Viimn&me si, ze v piipadé vicenasobné regrese neni mozné hovofit o sméru
zévislosti, smér mizeme uvaZovat vzdy jen vzhledem k vybrané vysvétlujici pro- =
ménné. Sm&r zavislosti je pak charakterizovin znaménkem dil¢iho regresniho koefi- :
cientu a vztahuje se vZdy k ostatnim vysvétlujicim prom&nnym konstantnim. s

hodnout o individualni vyznamnosti jednotlivych vysvétluicich proménnych v mo-
delu bez dalsich vypoétt.

Individualni testy o parametrech pro test hypotézy o nulové hodnoté jednotlivych
parametri (proj =0, 1, ..., 5) pracuji s nulovou a alternativni hypotézou

Ho:ﬂj:O, HIIBJ?I—'O
Kriticky obor je podle tabulky 4.23 roven (1, 0052(27) = £0,975(27) = 2,052)
Wops = {;it] = fiegosn} = (—o0; 2,052 (2,052; ).
V kritickém oboru leZi hodnoty kritéria T pro absolutni &len a proménnou hlutnost
mycky. Hodnoty testového kritéria pro ostatni vysvétlujici proménné jsou v oboru
piijeti Fogs = (—2,052; 2,052). Stejné rozhodnuti umoziuje také posledni sloupec ta-

bulky, ktery obsahuje p-hodnoty pro individudlni testy, porovndme-li a=10,05
a p-hodnotu.

(4.75)

Pokud bychom pomoci indexu determinace porovnavali kvalitu vice modeli, na-
pfiklad model piimky, paraboly a kubické paraboly nebo model Vicenz.isobr}é regrese
s vysvétlujicimi proménnymi x1, X2, X3, x4 a naptiklad modely s vysvétlujicimi promeén-
nymi xj, x4 nebo xi, x2, x3, vidy bychom volili model s v&t¥im podtem vysvét}uycmh
proménnych, v daném piikladu laabickou parabolu nebo model se véequ ctyfmi vy-
svétlujicimi prom&nnymi. Je to proto, Ze po piidani jakékoliv vysvétlujici proménné
nikdy nedojde k poklesu indexu determinace. Proto pouzivame upraveny index deter-

Jiz jsme uvedli, Ze znaménko regresniho parametru u proménné podéet programi
neodpovida intuitivni pfedstavé, Ze by mycky s velkym vybérem programi mély byt
drazsi. Vzhledem k toru, e koeficient u této vysvétlujici proménné neni podle
individualniho testu statisticky vyznamné riizny od nuly, je tedy docela dobfe mozné,
zZe v piipadé jiného souboru dat by odhadnuti hodnota parametru byla kladna.

Pouzivat individualni testy o parametrech pro vybér proménnych zafazenych do
regresniho modelu se nedoporuduje, nebot’ by mohla byt omylem vynechéna pro-
ménnd, kterd do modelu zhlediska faktické vyznamnosti patfi nebo by naopak
v modelu mohla byt ponechana takova, ktera pro popis zavislosti v celé populaci nutnd
neni. Vhodn&j3{ krokové metody ukazeme v dal$im textu,

minace /7, ;. Ktery zohlediluje pocet parametri modelu a také podet dat, kterd byla

pouZita k odhadu parametr modelu. Upraveny index determinace /5, ;> je defino-
van jako

2=1-a- 2=l

(4.76)

Pomoci softwaru byla nalezena tabulka analyzy rozptylu regresniho modelu 4.26.
Tento index jiz nemliZeme interpretovat pomoci podilu vysvétlené variability, p_ouii—':
vame ho jen pii srovnani kvality riznych regresnich modelii, odhadnutych ze stejného

Tab. 4.26 Tabulka analyzy rozptylu pro ptiklad 4.11

souboru dat, Pi Gpravé indexu determinace dochdzi k sniZeni jeho hodnoty a pro \\{ehm-- Zdroj variabilit Stupné Soudet Primémy F ~hodnota
malé hodnoty /* mii7e upraveny index determinace nabyvat i zépornych hodnot. Casto: Y |volnosti | Etvercit Stverec u
i 4 RZ. .. stejnd jako pouzivame R? misto 2. Moc_ieI 4 2100393191 52509830 5,38 0,002 6
se tento index znatl Ry, stejné jako p _Rezidudlni 27 263 741681 | 9768210
Celkem 31 473 781 000
Priklad 4.11 (pokracovani)

V piikladu vicendsobné regrese provedeme individualni testy o parametrech a test’
0 vhodnosti celého modelu. Dile nalezneme index determinace a hodnotu rezidudlnih
rozptylu,

Standardni vypis vysledk( odhadu v linedrnim modelu v tabulce 4.22 obsahujtf;._
bodové odhady parametrti, smérodatnou chybu odhadti (podle (4.56) a (4.55)), dale.
potom hodnoty testového kritéria individualntho testu o parametru (hodnota podl
(4.74)) a p-hodnotu pro tento test. Pomoci posledniho sloupce v tabulce 1ze tedy roz

V nasem modelu je

Hofo=c,pr=pH=p==0.
Jetedyn=32,k=4,p=5n—p=27 a pro a= 0,05 je kriticky obor
Woos = {F, F'= Fogs} = (2,728; o).

Hodnota testového kritéria 5,38 je prvkem kritického oboru, Polaud bychom jesté chtéli
ur¢it p-hodnotu, skuteéns je

P(X>538) =1 - F(5,38) = 0,002 6,
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kde X ma rozd&leni Fisherovo-Snedecorovo se stupni volnosti 4 a 27 a F je distribucni
funkce tohoto rozdéleni.

Z tabulky analyzy rozptylu snadno ziskame hodnotu indexu determinace a oprave-
néha indexu determinace '
e 210 039 319
473 781 000

=0,4433 (44,33 %), #A.77)

321
72 =1—(1-0,4433)—=—=0,3609.
D ( )32_5

Model tedy vysvétlil 44 % variability proménné cena. Zbylych 56 % variability vy-
svétlujici proménné vysvétleno nebylo a fikame, Ze jsou zpisobeny vlivy, které v na-.
fem modelu zahrnuty nemame. : :

Rezidudlni rozptyl je roven
, Sy 263741 681
Sp ==

= = =9 768 210,
a—p 32-5

a tedy pro rezidudlni smérodatnou odchylku dostaneme
2
Sp = Sk _ f263 741681 _ 9768210 =3125K¢&.
n—p 32-2

Polynomicka regrese
Nyni se vratime k dald{ zmin&né mozZnosti, jak sestrojit vhodny regresni model. Misto.
ptimky pouZijeme polynom vy§§tho fadu, tedy polynomickou regresi probiranou
v Cast1 4.3.3.

Vychézime opét z toho, Ze hodnoty vysvétlujici proménné x; proi=1,2, ..., n
jsou pevné a zavislost mezi vysvétlovanou proménnou y a vysvétlujici prom&nnou x
v celé populaci je popsana polynomickou regresni funkci

S By Prs oo i) = ot P+ P + Lt P

Klasicky linearni regresni model ma pak tvar

= o+ fixi+ Boxd + ..+ S+ &,

kde nahodné velidiny &, &, ..., & splituji predpoklady (4.49), tedy & ~ N0, &°) a &
jsou nezavislé ndhodné veli€iny proi= 1,2, ..., n. '
Libovolnou spojitou funkeci miZeme libovolné piesné piiblizit polynomem dosta-
teénd vysokého stupné. Pokud bychom jako regresni funkcei zvolili polynom stupné #.
prochazel by viemi pozorovanymi body. V praxi ale pouZivame pouze polynomy niz-
§ich fadd, nebot’ jinak je problematicka interpretace parametrii a dale uvidime, Ze v p
padg zahrnuti mnoha mocnin jedné vysvétiujici proménné obyéejné dochazi k vyskytu
multikolinearity, kterou se budeme zabyvat v dal$im textu.
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V piipadé polynomd vy§sich fadi neZ jedna pouZivime pro odhad parametri re-
gresni funkce maticové vyjadreni. VyuZijeme zapis modelu podle v (4.36)(4.38) ve
tvaru
y=XB+e,
kde jsme opét do vektoru y umistili pozorované hodnoty y1, 32, ..., y» 2 do vektoru &
ndhodné slozky &, &, ..., &. Potom miZeme vektor odhadd ﬁz([i’o, ﬁl,..., Bk)'
parametrii regresniho modelu nalezeny metodou nejmensich &tvercu zapsat jako
B =(XX)'Xy
a odhadnuta regresni funkce ma tvar
b= )éo +)[;)13”/6)2352 + kak .

Model polynomické regrese je specidlnim piipadem regresniho modelu vicena-
sobné regrese. Pokud chceme proloZit polynom stupné %, volime v regresni funkei
vicendsobné regrese (4.70) x1 = x, x2 =x% ..., s =x". Proto miiZzeme pouzit viechny
postupy, které jsme predstavili pro vicenasobnou regresi.

Priklad 4.12

Bylo potizeno 10 pozorovani plochy domil (v m?) a roéni spotfeby elektrické energie
v MWh. Pozorované hodnoty jsou uvedeny v tabuice 4.12 a zndzornény na obrazku
4.20. Z rozlozeni bodii na obrazku je patrné, ze regresni pifmka nebude vhodnym mo-
delem pro zdvislost spotfeby elektrické energie a rozlohy domu (pfimka je zndzornéna
¢arkovang) a je tieba zvolit n&jakou polynomickou regresni funkei.

Tab. 4.27 Data pro piiklad 4.12

i spotieba | plocha plocha? ¥y £
1 110,00 80,6 6 496,36 124,15 14,15
2 140,64 84,4 7 123,36 135,34 3,30
3 151,68 92,0 3 464,00 155,83 4,15
4 179,16 94,0 8§ 836,00 160,81 18,35
5 188,52 107,0 11 449,00 188,94 0,42
6 205,32 115,60 13 225,00 202,02 2,70
7 216,48 141,0 19 881,00 227,94 11,46
8 220,80 142,0 20 164,00 228,33 7,53
9 23472 150,0 22 500,00 229,89 —4,83
10 234,48 160,0 25 600,00 227,95 —6,53
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Obr. 4.20 Pozorované hodnoty a odhadnuta regresni parabola

Zvolili jsme regresni parabolu, odhadnuté parametry byly ziskdny pomoci soft-
waru a jsou uvedeny v tabulce 4.28. Odhadnuta regresni funkce ma tedy tvar

P=-260,27+6,52x—0,022x>.

Tab. 4.28 Odhady parametrii modelu v piikladu 4,12

. .| Odhad | Smérodatna
Proménna parametru chyba t p-hodnota
posunuti | 260,27 91,76 -2.84 0,025 2
plocha 6,52 1,61 4,04 0,004 9
_plocha? —0,022 0,007 -3,22 0,014 7

Z posledniho sloupce tabulky obsahujiciho p-hodnoty pro individudlni testy o regres-.
nich parametrech plyne, Ze vSechny parametry jsou statisticky vyznamné. Stejny zaver
ucinime pomoci kritického oboru. Podle tabulky 4.23 dostdvame

-260,27

®  pro parametr fo: Ho: fo=0, Hi: fo#0: 1= o176 =-2,84,
6,52

* proparametr f: Ho: =0, Hi: pi #0: rzm =404,
-0,022

® proparametr B Ho: =0, Hi: S #0: z‘:m =-3,22.

VSechna testova kritéria maji za platnosti piistuinych nulovych hypotéz Studentov
rozdéleni s 10 — 3 = 7 stupni volnosti. Pro viechny ti testy ma spoledny kriticky obx
tvar (fo,075(7) = 2,365)
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Woos={t; || > fi-o0s2} = (—o0; —2,365).(2,365; o0}

a viechny tfi kritické hodnoty jsou prvkem tohoto intervaly, Proto zamitame (na hla-
diné vyznamnosti 0,05) v¥echny tfi nulové hypotézy.

V tabuice 4.29 je uveden postup testu o celém regresnim modelu. Nulovd hypotéza
ma tvar

Ho:fo=c, f1=0, 5 =0,
alternativni hypotéza ik, Ze aspoil jeden parametri £ a B je nenulovy. Model je
statisticky vyznamny, nebot p-hodnota je mensi nez desetina promile. Pokud bychom
chtéli pro rozhodnuti pouzit kriticky obor, podle tabulky 4.24 dostivame (zvolime
a= 10,05, Fo95(2,7) = 4,74)

Waes = {F; F 2 Fio0s} = (4,74; o).

Testové kritérium 63,9 je prvkem kritického oboru, proto také zamitame nulovou
hypotézu, Ze zavislost popsana zvolenou regresni funkci neni statisticky vyznamna.

Tab. 4.29 Tabulka analyzy rozptyl pro regresni model z piikladu 4.12

Zdroj variability Stupnél vSouéeE P{ﬁmém}’/ F p-hodnota
volnosti Stverct Ctverec

Model 2 15410 7 705,11 63,9 <0,0001

Rezidualni 7 844,06 120,58

Celkem 9 16 254

Porovname-li indexy determinace pro model piimky (0,8714) a pro model para-
boly (0,948 1), druha hodnota je vzdy vetsi, nebot’ model paraboly v sobé obsahuje
tak¢ piimku jako specialni piipad. Modely s rizaym poctem parametri je tieba porov-
navat upravenym indexem determinace, tedy po fad¢ podle (4.76) dostédvame (n = 10)

10—
= piimka: 77, =1-(1-0,871 4)ﬁ =0,8553,

parabola: 7%, =1-(1-0,9481 )%—; =0,9332.

Jest¢ miZeme porovnat hodnoty rezidudlni smérodatné odchylky, ktery je 16,17

pro pifmku a pro parabolu v120,58=10,98. Podle viech téchto kritérii je parabola
- lepsi nez ptimka. V tomto pfipad€ neni tfeba pouFivat &iselné charakteristiky, nebot
zobrizku 4.20 je volba ziejmd. Jests by bylo vhodné posoudit, zda ndhodné chyby
spliiuji predpoklady klasického linearniho modehs. Omezime se na graf rezidui, na osu
- Vodorovnou umistime hodnotu pfedpovedi rodni spotieby 7 a na osu svislou hodnotu
- rezidua. Na obrazku nejsou ziejmé adné vyrazné odchylky od predpokladt klasic-
- kého lineamiho modelu na nahodnou slozku.
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Obr. 4.21 Rezidua regresntho modelu z piikladu 4.12

Multikolinearita

Pokud zkoumame zdvislost jedné vysvétlované proménné na vice vysvétlujicich pro-
ménnych, nejkvalitngjsi odhady regresnich parametrii bychom dostali tehdy, pokud by
byla co nejsilnéj3i zavislost mezi jednotlivymi vysvétlujicimi proménnymi a promén-
nou vysvétlovanou a co nejslabdi zavislost mezi vysvétlujicimi proménnymi samymi.
Sitnace, kdy vysvétlujici proménné jsou mezi sebou piili§ silng linedrmné vézany, se
nazyva multikolinearita, Tento jev zpisobuje problémy pii induktivnich ﬁs%dc.:ich
v regresnim modelu, naptikiad smérodatné chyby odhadi regresnich parametril jsou
tak velke, Ze individudlni testy o jednotlivych parametrech nejsou vyznamné, a tedy se
zd4, Ze zddny regresni koeficient neni statisticky vyznamné nenulovy. Pfitom ale_
celkovy test o regresnim modelu je statisticky vysoce vyznamny. Pokud dojde .k to-
muto zdanlivé nelogickému vysledku, asi nejdast&jsi pHcinou je vyskyt multikolineas
rity. V piipadg, ze se v modelu multikolinearita vyskytuje, doporuéuje se ji pfed pouZi-
tim regresniho modelu odstranit. V ekonomickych aplikacich se dasto setkdvame s¢
situaci, ze vysvétlujici proménné v regresnich modelech jsou pfilis silng vazany tak
Jak ekonomické veli¢iny zpravidla byvaji. Proto je tieba posouzeni vyskytu mult .
kolinearity a jejimu naslednému odstranéni z modelu v&novat pozornost. Vyskyt mpl:
tikolinearity doprovaz{ pfirozené také pouZiti polynomické regrese, kdy Vysvétlujicg_
proménné jsou mocniny jediné vysvétlujici proménné x. To je jednim z ditvodt, proé
nepouzivame polynomy s vysokou mocninou, -

Pfi definici klasického linearniho modelu jsme pfedpokladali, Ze hodnoty Vysyét
lované proménné jsou pevné. Pro posouzeni multikolinearity jsme pouzili pojein.
linearni zdvislost, budeme s nf déle pracovat jen ve smyslu kapitoly 4.3.2 bez piedpo-
kladu o pravdépodobnostnim rozdéleni. Vyjimkou budou statistické testy, kdg pfedpp
klad o rozdgleni vysvétlujicich prom&nnych klast musime. Urditou informaci o zévis
lostech ndm poskytne vybé&rov4 korelaéni matice R, uréena z hodnot viech k vysvét

Statistika v ekonomii 229

lujicich proménnych x1, xz, ..., x4 v pfpadé vicendsobné regrese nebo viech pouzitych
mocnin vysvétlujici proménné x, x%, ..., x v pfipad¢ polynomické regrese. Vybérova
korelaéni matice je &tvercova matice typu kxk, kterd obsahuje vybérové koreladéni
koeficienty (uréené podle (4.31)) mezi vysvétlyjicimi proménnymi. Indexy v definici
matice oznacuji indexy u vysvétlujicich proménnych v modelu a miizeme psat

Mk

ey

R=lr, r, .. n | (4.78)

a fy e

Na misté v j-tém Fadku a j-tém sloupci a také v J-tém fadku a i-tém sloupci je hodnota
rovna vybérovému koreladnimu koeficientu mezi promennymi x; ax;. Ukazali jsme, Ze
hodnota korelagniho koeficientu nezavisi na pofadi proménnych, proto je matice R

symetrickd. Vzhledem k tomm, Ze rp=1,7=1,2, ..., k&, ma matice na hlavn{ diagondle
vzdy hodnoty jedna.

Dilezitym indikatorem multikolinearity je hodnota determinantu korelaéni matice.
Pokud jsou viechny dvojice vysvétlujicich promémnych vzdjemné nekorelovang,
viechny vybérové korelatni koeficienty jsou piiblizné rovay nule a determinant R je
blizky hodnoté jedna (na hlavai diagonale jsou jednicky). Pokud jsou vysvétlujici pro-
ménné linedrné zavislé, i koreladni koeficienty jsou riizné od nuly a lze ukazat, Ze
determinant vyh&rové korelatni matice je mendi nez jedna a s nardstajici intenzitou
zavislosti se priblizuje nule. Rovna-li se nule, hovokme nékdy o fiplné multikolinea-
rité. Znamena to, Ze aspoti jeden z korelaénich koeficientd je roven v absolutni hod-
noté jedné, a tedy néktera vysvétiujici proménna je linedrni funkei jing.

Pii posouzeni vyskytu multikolinearity misto n&jakeho statistického testu poslouzi
1 nalezeni dvojic vysvétlujicich proménnych, které jsou p#ilis silné lineams z4vislé.
Nejsnazsi doporudeni je uvazovat multikolinearitu za problém, pokud aspofi jeden
parovy korelaéni koeficient v matici R Je v absolutni hodnots vét§i neX predem dané
Cislo, uvadi se 0,75 nebo piipadns 0,8, Jest€ benevolentn&si hodnota 0,9. V takovém
pripadé se pokusime naptiklad vynechat Jednu z piili§ zavislych vysvétlujicich pro-
meénnych s pfedpokladem, Ze v linedrni regresni funkei vliv vynechané proménné za-
stoupi vysvétlovana proménnd, kierou jsme v modelu ponechali.

V tabulce 4.30 je uvedena vyb&rova korelaéni matice pro vysvétlujici proménng,
uvazované v pifkladu 4.11. Viechny korela¢ni koeficienty jsou v absolutni hodnotd
mensi neZ 0,7, korelace mezi vysvétiujicimi promeénnymi tedy nejsou pfili§ vysoké

a z tohoto hlediska jsou tedy véechny vysvétlujicl proménné do modelu zafazeny
opravnéng.
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Tab. 4.30 Vybérova korelaéni matice pro piikiad 4.11

Proménné

voda

hluénost

elektiina

programy

voda
hiuénost

elekéfina

programy

1
0,36737
0,39714

—0,23129

0,36737
1
0,60745

—0,6864%

0,39714

0,60745
1

—0,37983

-0,23129

—0,68649

-0,37983
1

Volba regresni funkce

Hledani vhodné regresni funkce ve vicenasobné regresi jF: sp’oj eno s V?lb()u W?Véﬂuji—
cich proménnych. Pokud by mé&l model byt skutcén§ Vvali‘_flm a spravne zvoleny,vmusel
by obsahovat vSechny potfebné veli¢iny, které ovliviinyi Vysvetltgvan’ou promennou,
a neobsahovat Zadné nadbytecné. V takovém pifipadé by i?yl spin:efl zakl:aldm preidpo:
klad pouziti regresni analyzy. Takovy cil si ale v praxi Ipui’emg tezlgo.klaf;t, qbycegne :
se spokojime s modelem, ktery vyhovuje naSim tepretwkym i emva-rlckym uvaham;:
Pied formulovdnim regresniho modelu je tfeba nejprve posoudit vechny dostupné

informace o charakteru zavislosti mezi vysvétlovanou proménnou a vysvétlujicimi |

proménnymi v zdkladnim souboru. Takové tvahy obyéej{lé polskyttlji zékladnivpred
stavu o vysvétlujicich proménnych, které by do modelu mély b.yt zafazeny. pa,lm.pr(?-. ._
ménné, které musime do regresniho modelu zafadit, jsou spojeny s konkrétnimi vy
zlkumnymi hypotézami a také s interpretaci vysledného modelu, kdy budeme chtit

odstranit vliv nékterych vlivii na vysvétlujici proménné, které jsou zékladm:m cﬂem:
modelovéani. Casto se jedna o pohlavi, vék, vzdélani nebo dalléi demogr&ﬁckve: chavralv{-..
teristiky osob, pokud zkoumame zavislost velikosti mzdy a deﬁcy praxe. V Prlpavd’e, Ze
budeme sledovat ekonomické vysledky firem, budou takovymi proménnymi napiiklad:

zakladni charakteristiky podnikani. Pokud jsou viak vysvétlyjici proménné kvalita-
tivad, je nutné postupovat tak, jak je naznaeno v ¢asti 4.3.7 této knihy.

Pokud cheeme vyuzit empirické vysledky a shroméidénéviiata, existuji graficke:
postupy, které pomahaji s volbou vhodné funkce (Heba’.}q a (’ialm, 2013). Pokud vybqj_:
reme né&jakou funkci, mizeme odhadnout parametry, a tim z1§kat odhadnutou regresnl
funkei. V takovém pfipadé miZeme porovnavat pozorované hodnoty y: a odhadnute:

hodnoty 3,.
Pied tim, neZ si vhodny model vybereme, je vhodné pomoci riiznych diagnostic

kych postuptl posoudit splnéni ptedpokladi, kladenych na nahodnou slozku modelu.

V piipadé neuspokojivych vysledki regresni diagnostiky (graﬁck}’fch metod’ &i formal
nich statistickych test() je tieba hledat mezi dal§imi typy regresnich funkei, zahrnou

dalsi vysvétlujici proménné nebo zeslabit pfedpoklady, kladené na nihodnou slozku:

v regresnim modelu (Hebdk a dalsi, 2013). V tomto textu probirany klasicky hneérm
regresni model je jen jednou z moZnosti, jak regresni model formulovat.
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Pokud cheeme porovnat jiz vybrané regresni funkce, je moZné pouZit upraveny
index determinace a vybrat model, pro ktery je hodnota indexu nejvy3si. Dalsim krité-
riem mize byt malé kolisan{ kolem regresn{ funkce, proto si vybereme regresni model,
ktery m4 nejmen3i rezidudlni rozptyl. V piikladu 4.12 nejvétdi hodnota upraveného
indexu determinace i nejmensi hodnota rezidulniho rozptylu byly dosazeny pro jednu
zkoumanou furkei, takova situace nemusi ale vZdy nastat.

Predpokiladejme nyni, Ze jsme jiZ zvolili mnoZinu vysvétlujicich proménnych,
o kterych se domnivame, e by mély byt v nafem modelu zahmuty. Existuji postupy,
kieré ndm pomohou vybrat proménné, kieré by (na zaklad¢ dostupnych dat) mél re-
gresni model skute&né obsahovat, protoze obsahuji informaci o vysvétlované promén-
ne. Problémem takovych metod je, e skutedng pracufi jen s analyzovanymi daty,
nikoliv pfimo se zavislosti v zakladnim souboru, Vybran¢ vysvétlujici proménné tedy
nemuse]i poskytovat optimalni mnoinu pro popis zdvislosti v celé populaci, ale pouze
v analyzovanych datech.

MuZeme posoudit korelaéni koeficienty mezi vysvétlovanou proménnou a vysvét-
lujicimi prom&nnymi a uréité zikladni voditko nam poskytnou také individualni testy
o jednotlivych parametrech. Dal moznosti je pouZiti krokovych metod, kicré umoi-
Huji automatizované vybirani proménnych pro regresni model. Nejb&Zngji implemen-
tovanymi metodami v softwaru jsou metoda forward (také dopiedny vybér), metoda
backward (také zpétny vybér proménnych) a jejich kombinace, nazyvand metoda
stepwise (t¢Z krokovy vybér proménnych). V metods forward za&indme s modelem
obsahujicim jen absolutn{ &len (konstantu) a pfiddvime vysvétlujici promeénné tak
dlouho, a7 nezafazené proménné jiz nepiinaSeji Z4dnou dal¥i informaci pro vysvétlen
proménné y. Naopak pfi metod¥ backward hledani za&ind s modelem obsahujicim
vechny uvazované vysvétlujici proménné a postupné jsou vynechévany proménné
mend dilezité, aZ vSechny zafazené proménné vyznamné pfispivaji do regresniho
modelu, popisujiciho zivistost mezi vysvétlujicimi proménnymi a vysvétlovanou
proménnou. Metoda stepwise za¢ind z prazdného modely (obsahujiciho jen konstantu)
a v kazdém dal$im kroku vzdy hleda proménnou, kterou by bylo vhodné pfidat a sou-
Casné pak zkoum4, zda n&jaka promeénna JiZ zatazend do modelu neni jiz nadbytecna.
Posouzent, kdy jest& model ménit a kdy ne, je zaloZeno na riiznych kritériich, volbou

. parametr( procedury miiZe postup ¥dit i uzivatel. Je tieha podotknout, Ze pouZitim

riznych postupli miiZeme dostat tiizny vysledek, jak ukazuje tabulka 4.31. Navic se
uvadi, Ze vysledny model nemusi obsahovat proménné, které jsou pro zavislost v celé
populaci dillezité a naopak mohou v modelu nechat promeénné, které do populadniho
modelu nepatii. Poznamenejme jests, e krokové metody neodstrafiuji z modelu mul-

 tikolinearitu. Vzhledem k dostupnosti vypodetni techniky je mozné pii vybéru regres-

niho modelu kombinovat vice postupti a pracovat s vét§im poétem riiznych modelii.
Vysledky hledani regresniho modelu krokovymi metodami pro piiklad 4.11 jsou

- uwvedeny v tabulce 4.31. Viimnéme si, Ze vySe zminéné metody poskytly riizné vy-

sledné modely. Regresni model ziskany metodou backward m4 p¥ili§ malou hodnotu
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indexu determinace; pokud bychom si m&li vybrat mezi vysledky zbylych dvou metod,
miiZeme porovnat hodnoty upraveného indexu determinace a reziduilniho rozptylu.
V tabulce 4.32 jsou uvedeny odhadnuté parametry modelu s menSim poftem promén-
nych. V modelu byla ponechdna proménna spotieba vody, pro kterou dostavame
p-hodnotu vetsi nez 0,05.

Tab. 4.31 Vysledky krokovych metod vybéru proménnych

Metoda r I ;7] nJ Sk Proménné

Forward 44,06 % | 0,381 3076 voda, hluénost, programy
Backward | 21,08 % | 0,156 2 590 elektfina, programy
Stepwise 40,45 % 0,363 3119 voda, hluénost

Tab. 4.32 Zmendeny regresni modet

Proménna

Odhad
parametru

Smé&rodatna
chyba

H p-hodnota

Konstanta
Voda
Hlu¢nost

52 399
~2,668
—712,764

9557,413
1,486
228,788

5,48 < 0,000 1
—-1,80 0,083 1
—3,12 0,004 1

Pro tento model je 7 = 0,405a I fj s =0,363. Index determinace je mensi nez index
pro pitvodni model (44 %); po odebrani dvou vysvétlujicich proménnych jsou uprave
né indexy determinace srovnatelné.

4.3.7 Kovalitativni proménné v linearni regresi

Do této chvile jsme jako vysvétlujici proménné pouZivali pouze kvantitativni proman-
né. Pokud pouZivame regresni modely v praktickych situacich, potiebujeme v regres-
nich modelech pouZit také kategorialni proménné jako je nejvys$i dosazené vzdélani:

nebo pohlavi, ale také tieba typ z4jezdu (pobytovy, poznavaci) nebo obor innosti

firmy. V analyze éasovych fad je dileZité do modelii zahmout sezonni kolisani €asové.
fady, sezénu (naptiklad jednotliva &tvrtleti roku nebo dny v tydnu) budeme v pété.
kapitole této knihy povazovat také za kvalitativni prom&nnou. Pro zahrnuti kategorial-.

nich proménnych do regresniho modelu existuji v podstaté dvé moznosti, mezi nimi s
vybirame podle toho, jak cheeme vysledky interpretovat.

Prvni moZnosti je pouZit takzvané dummy proménné. Jsou to pomocné vysvétlu-

jicl proménné v regresnim modelu, které nabyvaji pouze hodnot 0 a 1 a slouz jaki

indikatory obmén kategoridlni proménné. Pokud ma takova proménna k rliznych ka-

tegorii, pro zahmuti této proménné do regresniho modelu potiebujeme & — 1 dumm

proménnych. Nejprve je tieba zvolit referenéni kategorii, ke kieré budeme ostatni:

kategorie vztahovat. Dummy proménné pak budou indikétory zbylych £ — 1 kategort
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.refere'ncm’ hodnota bude mit viechny hodnoty dummy proménnych rovné 0, a tim bude
1 ona jednozna¢né uréena.

Pfgdpoklédejme napfiklad, Ze mzda zam&stnance (vysvétlovana proménnd y v K¢)
bude lineamé zéviset na dobé praxe (vysvétlujici proménna x) v letech); miZeme
uvaZovat linearni regresni model

_ v=;F+ fx + e (4.79)
Budeme-li chtit do regresniho modelu zahmout navic kategorialni proménnou nejvyssi
dosaZen¢ vzdélani zamestnance, kterd bude nabyvat ¢yt hodnot, a to Z (zakladni vzde-
¥éni), S (stfedni vzdélanf), US (stfedni vzd&lini s maturitou) a VS {tercidgmi vzdélani),
Je tfeba pouzZit tfi dummy proménné. Pokud zvolime jako referenéni kategorii GpIné
stfedni vzdélani s maturitou, kddovani kategorii pomoci dummy proménnych za-
kladni (x2), stiednf (xs) a tercidrni (x4), je ukdzéno v tabulce 4.33.

Tab. 4.33 Kodovini kvalitativnich prom&nnych,
dummy proménné
Vzdélani |
Zz

.

us
VS

Regresni model (4.79) potom piejde na model vicenasobngé Tegrese
y=Fot+ fon + P+ S+ faat g (4.80)
V jedné rovnici jsou popsany regresni funkce pro viechny kategorie vzd&lani:
zakladni vzdélan| Lo+ e+ P,
stiedni vzdélani Po+ s+ fixa,
uplné stfedni vzd&lani Do+ fixi,
vysokoskolské vzdélani o+ i+ fixa.

Veimna . e e . . o oyeer
Simnéme si, Ze smérnice hneaﬂrm zdvislosti na proménné x; jsou stejné, lisi se jen

posunuti regresnich pfimek pro riizné kategorie vzdélani. Pii volbé tohoto modelu tedy

predpokladame, Ze viechny populaéni regresni pifmky jsou rovnobzné.

Tab. 4.34 Kddovani kvalitativnich proménnych, indikato-
rove proménné

Vzdélani
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zakladni vzdélant
stiedni vzdélani

uplné stiedni vzdeéland
vysokoskolské vzdélani

zakladni vzdélani
stfedni vzd&lini

uplné stfedni vzdélani
vysokodkolské vzdélani

4.3.8 Korelacni analyza

JiZ béhem vykladu v pfedchozim textu jsme se opakovang dotkli zdkladd koreladni
analyzy. Na rozdil od regresni analyzy s¢ korelace zabyvaji spife intenzitou nez pop

Druhou moznosti je vztahovat Gsudky nikoliv k vybrané referenéni skupiné, ale
k priméru viech pozorovani. V takovém pfipade pouzijeme opét kodovani pomoci
proménnych obsahujicich 0 a 1, tyto nové proménné nazveme (v souladu s Pecakova,
2011) indikatorové, Toto kodovani je ukazano v tabulce 4.34.,

V tomto piipadé model vicenasobné regrese (4.80) obsahuje regresni pfimky pro
kazdou skupinu, definovanou nejvy$iim dosazenym vzdélanim:

Pt ot o,
Sot By + puixi,
bo— o= Ps = fat Pixa,
ot fat pxi.

P¥imky jsou opét rovnobézné, [i3i se pouze v odhadech posunuti.

Pokud bychom chtéli pouzit model, ve kterém by rychlost rlistu mezd v zdvislosti -
na délee praxe byla odliSna pro rizné stupné vzdélani, bylo by nutné, aby také smér-
nice regresnich ptimek byly rizné. V takovém pfipadé je nutné do regresniho modehn
vlozit interakei mezi vzd&lanim a praxi. Interakce obecné umozituje odlisit zavislost |
pro riizné kombinace proménnych. Vieobecné se ale jedna o velmi uZitecny postup pfi
konstrukei slozitéjgich regresnich modeld. V nagem piipadé bychom napiiklad mohti
ocCekavat rychlejsi rist mezd pro zaméstnance s vysokodkolskym vzdéldnim nez se-
zakladnim vzdélanim. V takovém ptipadé by model {4.80) mél tvar

y=fot pr + foa + s + Puxa + Paxs + fexs + g + &7
kde proménné x1, X2, X3 a x4 jsou proménné z pivodniho modelu (4.80), proménna x.
obsahuje interakci mezi zakladnim vzdélanim a délkou praxe (uréime ji jako soucin,
proménnych x1 a X2, tj. X1x2), proménna xs obsahuje interakci mezi stfednim vzdélanim -
a délkou praxe (uréime ji jako soudin proménnych x; a xs, ti. xix3) proménnd x7
obsahuje interakei mezi vysokoskolskym vzd&lanim a délkou praxe (uréime ji jako:
soudin proménnych xi a x4, tj. xwxa) a £”jsme oznadili ndhodnou sloZku v regresnim
modelu. Model (4.81) pak je moZné pfepsat pro riizné stupné vzdélani ve tvaru:

Bot Bt (Bt P,
[o+ B+ {61+ fe)xr,
o+ fuxy,

Sot Bit (B + B

Regresni pfimky, popisujici vztah mezi mzdou a dobou praxe, maji v tomto pfipade:
posunuti i smérnici zavislou na skupiné definované vzdélanim.

v

sem zévislosti a zkoumanim kauzality ¢i vztahu pfi¢iny a disledku. Zavislost uvaz

(4.81):

vand v korelaéni analyze je vzdy linedrni. V piipadé parovych korelagnich koeficient
je oboustrarma (vzijemnd), proménné maji ve vztahu stejné postaveni a jiZ nerozlifu-
Jeme vysvétlovanou a vysvéthyjici proménnou.

Parovy korelaéni koeficient

Nejpouzivangjsim néstrojem pro popis linedrni zavislosti dvou kvantitativnich pro-
ménnych (feknéme x a ) je korelatni koeficient, jehoZ vybérova podoba r,, byla
zavedena v (4.31). Jiz vime, Ze (parovy) korelatni koeficient je charakteristikou
intenzity i sméru linedrni z4vislosti mezi dvéma proménnymi. Proto je ziejmé, e ma-
Zeme hledat podobnost a spoledné vlastnosti a postupy s linearn (pfimkovou) regresi.

Pokud je korelaénf koeficient kladny, je mezi proménnymi pfima umérnost v tom
smyslu, Ze rostou-li hodnoty jedné promé&nné, rostou (v priméru) také hodnoty druhé
promeénné. V pifpadé zaporného koreladniho koeficientu je zavislost nepifimd, tedy
s rastem jedné velid¢iny hodnoty druhé (v priméru) klesaji. Cim vice se tedy bliZi
koeficient korelace v absolutni hodnoté jedné, tim povazujeme danou linedrni zavislost
za silngjsi, &im vice se blizi nule, tim ji pova¥ujeme za volngjii (slabsi).

Zmifime dale, Ze existuje souvislost mezi vyb&rovym korelaénim koeficientem Py

a odhadem smérnice regresni pfimky £, (podle (4.20)). Je zFejmé, ze museji mit stejné

znameénko, existuje viak postup, jak nalézt z regresniho koeficientu korelaéni koefi-

cient, ptipadné obrdcené. Pokud znidme vybérové smérodatné odchylky s, a s,, 1ze
ukazat, 7e plati

ro=f = (4.82)

5y

n SJ
rxy:al S_m) (483)

g
X

kde f, je odhad sm&rnice regresni piimky s vysvétlovanou proménnou y a vysvétlujici
proménnou x a & je odhad smémice sdruZené pfimky s vysvétlovanou proménnou x
a vysvétlujici proménnou y.

Podobné jako v ptipadé regresni analyzy a prace s populadni regresni funkei pred-
poklidejme, e existuje populadni korelaéni koeficient pyr, ktery popisuje linedrni
zavislost mezi dvéma nahodnymi prom&nnymi X a ¥ v celé zkoumané populaci
a(X, ¥),i=1,2,...,n, je ndhodny vybér z dvourozmémého pravdépodobnostniho
rozdéleni obou nédhodnych veligin (Marek, 2012) s korclaénim koeficientem PxT.
- Pokud navic rozdéleni X a ¥ je dvourozmérné normalni, vyse uvedené vztahy (4.82)
a {4.83) plati také mezi populanimi charakteristikami pxy, \/D(X ) a \/D(Y) .

Vybérovy korelaéni koeficient je vybérovym prot&jskem populaéniho (teoretic-
kého koeficientu) pyy a v pipads nahodného vybéru z dvourozmémého normalniho
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rozdélent je vybérovy korelacni koeficient r, bodovym odhadem populaéniho korelag-
niho koeficientu pyy. Tento odhad neni nezkresleny, ale je konzistentni a asymptoticky
nezkresleny (nezkresleny pro vybéry o velkém rozsahu).

Na zdkladé predchozich uvah miZzeme sestrojit interval spolehlivosti pro popu-
lacni korela&ni koeficient nebo testovat hypotézu o jeho hodnoté. Z moZnych hypotéz -
nds nejéastéji zajima test hypotézy, Ze veliCiny jsou hnedmé nezdvislé, tedy nulovou
hypotézou je

Ho: pyy=0

proti alternativé, Ze veli€iny jsou linearn€ zavislé, pifimo umérné nebo nepiimo
mérné, tedy

Hi: pry#0, Hi: pyy> 0 nebo Hi: pyy< 0.
Pribéh testu je shrnut v tabulce 4.35.

Tab. 4.35 Test o nulovosti parového korelaéniho koeficientu

Ho H; Testové kritérium Kriticky obor
Pr=0 | po#0 Y Py Wa= {6 1| 2 fran}
P> 0 | T="2ee T~tn-2) | Wa={t1=201a}
<0 1-r Wo=1{t; 1< 1.4}

Pfiklad 4.13

V ndhodném vybdru o rozsahu 25 dvojic pozorovani byl vypocten vybérovy koeficien
korelace » = 0,23. Statistickym testem posoudime, zda z tohoto V}?S}edku lze usuzovat
na linedrni nezévislost mezi proménnymi v zakladnim souboru. Uvahu zopakujeme
pro rozsah vybéra 83 a stejnou hodnotu vybérového korelagéniho koeficientu. '

Regeni
Nejprve uvazujme nahodny vybér o rozsahu 25 pozorovani. V takovém pipadé uréime
hodnotu testového kritéria podle tabulky 4.35 jako

02 _0,480.0,236=1,135.
J1-0,23 _ __
Pokud bychom stejnou hodnotu korelaéniho koeficientu (0,23) dostali vypoétem z 83
pozorovani, testové kritérium by mélo hodnotu

0,23
1=83-2 ——"_=9.0,236=2,127.
J1-0,237
Zvolime-li a = 0,05, v prvnim piipads nulovou hypotézu na této hlading vyznammnosti
nezamitime, ve drubém pfipad¢ ji zamitneme, nebot pro 25 pozorovani je (pouzij eme
hodnotu kvantilu #,975(23) = 2,069) :

r=.,25-2

potézy o hodnoté korelacniho koeficientu a pro konstrukci 100(1 — @)% asymptotic-
kého intervalu spolehlivost pro tento koeficient. Ze vztahu (4.85) mizeme vyjadiit
korelaéni koeficient jako funkci z ve tvaru

Pokud tedy najdeme krajni body z,, a Zr intervalu
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Woos = {6l = ti_opsin} = (—o0; ~2,069)(2,069; )
a plati 1,133 & Wos. Pro 81 stupfii volnosti jiz pouzijeme kvantil normovaného
normalniho rozd&leni a dostaneme kriticky obor

Woos = {tilt] = u1_00s2} = (—o0; —1,96%(1,96; 0a),
V tomto piipadé jiz 2,127 < Wyes. Rozhodnuti, zda vyb&rovy korelatni koeficient je
¢1 neni jiZ statisticky vyznamng odligny od nuly, tedy zavisi nejen na jeho velikosti,
ale také na rozsahu ndhodného vybéru.

|
Nyni sestrojime interval spolehiivosti pro populaéni korelaéni koeficient. Pokud je
korelatni koeficient v absolutni hodnoté nizky a rozsah vybeéru je velky, miZeme
pouZit interval, zaloZeny na asymptotické normalité vybdrového korelagniho koefi-
cientu. Asymptotickd normalita znamend, Ze vyberovy korelaéni koeficient ma pro
velké vybéry (asymptoticky) p¥iblizné normélni rozdéleni. PiibliZzny 100(1 — @)% in-
terval spolehlivosti tedy miZeme zkonstruovat jako symeiricky interval kolem
bodového odhadu ry,

2 ) 2
. I-r, 1—# 1—7,

R I L THRE . S TR T p—. 4 (4.84)
al2 a2 ] a2 :
x o \/E xy - \/; Xy @ _\/; >
kde #1_a» je kvantil normovaného normélniho rozdéleni, odpovidajici zvolené spoleh-
livosti 1 — .

Pokud je populaéni korelagni koeficient odlisny od nuly, pouziva se pro konstrukei
intervalu spolehlivosti Fisherova transformace

llnHr*y

Ze—ln- —2 4.85
2 l—rxy ( )

Statisttka Z md pro velky rozsah vybéru pfiblizng normélni rozdéleni se stredni

1 .
hodnotou l]n T—pﬂ a rozptylem —y Tuto statistiku miizeme pouZit pro test hy-
“Pxy =

e -1
-

Vo1

1 1
(zp» ZH)=[Z UL an \/7—7_3= YA ) ﬁja (4.86)
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dostaneme 100(1 — a)% interval spolehlivosti pro korelaéni koeficient jako

o] et ]

e’ 41’ &% 4]

(4.87)

Piiklad 4.14

Piedpokladejme, Ze z ndhodného vybéru o rozsahu 100 pozorovani byl uréen vybérovy
korelagni koeficient ry, = 0,4. Zkonstruujeme 95% mterval spolehlivosti pro populagni
koeficient korelace pyy pomoci Fisherovy transformace. Dosazenim do vzorci (4.85),
(4.86) a(4.87) postupn¢ dostaneme, pouzijeme-li #= 100, «= 0,05, uy9rs=1,96,

7o =04
=Lt 0% 6 o
2 1-0.4

1
(2p,2y) = 0,424 ~1,96—— 1 0,.424+196——— |=(0,225: 0,623),

J100-3" 7 T f1o0 =3

={0,221; 0,553).

: 20,623
Q20225 1 ]

2 0,225 2 0,623

417 +1

Viimnéme si, Ze sestrojeny interval spolehlivosti obsahuje hodnotu bodového odhadu:
g = 0,4, bodovy odhad zde ale neni ve stfedu intervalu. '

Parovy korelacni koeficient je vhodnou charakteristikou pro popis linedmi zavis-:
losti proménnych, které jsou spojité a jejichz rozd€lent neni piili§ vzdaleno od normal-
ntho rozdéleni. Pokud to neplati, je vhodné vyuZit Spearmaniv koeficient, definovany
v &asti 4.3.2, Statistické usudky o tomto koeficientu je mozné najit napfiklad v praci
Hebik a dal§i (2013).

Dil¢i korelacni koeficient

V ekonomickych aplikacich se ¢asto setkavame se situaci, kdy veli¢iny vstupujici do”
analyzy jsou silné linearné zavislé. Pokud tedy pfedpokladame, Ze vysokd hodnota
paroveho korelaéniho koeficientu mezi dvéma proménnymi x a y je zplisobena néjakou
dalsf (skrytou) veli¢inou z, definovali jsme v (4.32) dil¢i korelacni koeficient 7.z,
ktery umoziuje vylouit vliv proménné z (nebo obecné vice proménnych z, za, ..., ze):
na linearni zavislost mezi x a y. Pokud budeme piedpokladat, ze (X, ¥, Z);.
i=1,2,...,n je nahodny vybér z trojrozmémého normalniho rozdéleni nahodnych
veli¢in (X, ¥, Z), miizeme testovat hypotézu o nulové hodnoté populaéniho koeficienti
dil¢i korelace pyy,. Nejéastd]i nds zajima test hypotézy, Ze velidiny X a ¥ jsou po elm:u'
naci viivu vysvétlujici proménné Z linearné nezavislé, tedy
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Ho: pyyz=0
proti alternativé, Ze velifiny jsou linedrné zavislé, tedy

Hi: pryz # 0.

Postupujeme stejnym zpiisobem jako u parového korelagniho koeficientu (viz tabulka
4.35) s tim rozdilem, Ze se mé&ni koeficient v &itateli testového kritéria T

T\/——\/*

Testové kritérium ma Studentovo rozdéleni s 7 — 3 stupni volnosti.

Koeficient diléi korelace lze vyuZit v regresni analyze, pokud se zajimame o to,
jaky piinos ma zafazeni nové proménné do modelu. Mame-li tedy v modelu jiz
proménnou x; (uvazujeme tedy linedmni zévislost v na x|), potom diléi koreladni
koelicient 7y, , popisuje zévislost, kterou nova proménna x, pfina$i, pokud odstranime
vliv jiz zahrnuté promé&nné x. Tento postup je mo#né zobecnit na situaci, kdy v regres-
nim modelu je jiz k proménnych xi, x2, ..., x; a zvaZujeme zahrnuti daldi proménné
xr+1. Potom pouzijeme diléi korelaéni koeﬁc1ent . ktery kvantifikuje silu

K X,

a smér zavislosti mezi y a xj+1, pokud vyloudime th Vsech k proménnych za teCkou.

Koeficient vicenasobné korelace

Poslednim korelaénim koeficientem, kterym se zde budeme zabyvat, je vicendsobny
korelaéni koeficient. Uvazijme tedy situaci, kterou jsme zkoumali ve vicenisobné
regresi, jednu vysvétlovanou proménnou y a dvd vysvétlujici proménné x; a x;. Bu-
deme definovat korelacni koeficient, kiery umozni posoudit intenzitu linedrni zivis-
losti mezi ndhodnou veli¢inou ¥ a ob&ma ndhodnymi veli¢inami X; a Xs dohromady.
Tento koeficient nazyvame vicenasobny koreladni koeficient. Jeho populadnf hodnotu,
kterou oznadime pyy. ., uréime z parovych korelacnich koeficientti Prx, Prs @ Py
podle vzorce

2 2 2
Prx, T Py, _2)91{5(1 Pyy, Px x,
- .
1-p% x,
Vybérovou hodnotu vicendsobného korelaéntho koeficientu r uréime obdobné

Y.X1xz

nahrazenim popula¢nich korelaénich koeficient?l vybérovymi koreladnimi koeficienty

Prxx,=

2 2
v _ ]" zryjﬁ ¥x ‘71)‘
yxx, T —}"2
%y

Vzhledem k tomu, Ze vicenasobny korelaéni koeficient je dén jako druha odmocnina,
mize nabyvat pouze nezdpormych hodnot a lze ukazat, e maximéalni hodnotou je jed-
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na. Nabyva tedy hodnot z intervalu (0;1), proto popisuje jen intenzitu linedrni zavis-
losti, nikoli jeji smér. Koeficient posuzuje spojeny vliv obou proménnych, proto je
Vvetsi nez oba parové koreladni koeficienty Fyx, @ Iy, maximalng jim je roven.

Tah, 4.36 Test o nulové hodnots koeficientu vicendsobné korelace

Hy H; Testové kritérium Kriticky obor
py_Xle.,,Xk=0 p}’.Xl,'(z...x;C#O 2

F_n—kkl ey, Wo={F,F>Fa}
Cheeme-li zkoumat linedrni zavislost jedné proménné y na £ vysvétlujicich pro- ok 12
. . . y . T X)X X,
ménnych, pouzijeme koeficient vicendsobné korelace Prox, x popisujici tésnost Y

o . , . . R . FaFln—k—1)
linedrni zavislosti vysvétlované proménné ¥ a viech vysvétlujicich proménnych

X1, X5, ..., Xi dohromady. Vybérovou hodnotu tohoto koeficientu uréime jako

Priklad 4.15

Uvamjme data pouZita v ptikladu 4.11. Najdeme koeficient vicendsobné korelace
.

PRy,

ry.xlxz Xy

(4.88)

kde R, , je vybérova koreladni matice typu (k£+ 1)x(k+1) prom&nnych y
ax1, X2, ..., Xi, Ry je vybérova koreladni matice typu kxk proménnych xi, x2, ..., X
a funkee |.| znadi determinant matice. Kocficient ma obdobny vyznam i interpretaci
jako pérovy koreladni koeficient, jen z definice vyplyvé, Ze nabyva pouze kladnych
hodnot, a tedy se vztahuje k intenzité zavislosti, nikoliv k jejimu sméru. Ale jiz
v oddilu vénovaném vicendsobné regresi jsme se zminili, Ze Je-li v regresnim modelu -

vice vysvétlujicich promé&nnych, nelze sledovat celkovy smér, jen smér zavislosti
v jednotlivych vysvétlujicich proménnych.

Reseni

V tabulee 4.37 je vybérova koreladni matic
afadku jsou uvedeny korelaéni koeficienty
$ vysvétlovanou proménnou y,

¢ viech proménnych, v prvnim sloupci
vysvétlujicich proménnych x1, xz, x3 a x4

Tab. 4.37 Vybérova koreladni matice k pitkladu 4.15

- ¥_L voda | hlugnost ] elektfina J programy
Vicendsobny korelaéni koeficient popisuje t&snost linearntho vztahu mezi promén- _cema 045294 | —0,58162 —0,44993 | 0,25525
nymi a umozituje posoudit kvalitu regresniho modelu zkonstruovaného na zaklads vi- voda —0,45294 1 0,36737 | 0,39714 —0,_2359_
cenasobné regresni funkee. Lze ho také pousit pii hodnoceni volby vysvétlujicich pro- hlutnost | —0,58162 1 036737 1 0,60745 | —0,68649
ménnych. V ptipadé, ze jeho hodnota je mald, potom vybrané vysvetlujici proménné elektfina | —0.44993 | 039714 | 0.60745 [ 70’3 7983
nepostacuji k vysvétleni zmeén analyzované zévisle proménné. Z toho vyplyva souvis- rogramy | 0.255 a5 | o N 3 i
lost s vicendsobnou regresi. Ve skuteénosti jde o korelaéni koeficient mezi vysvétlova-’ oemy | 9 023129 | 70,68649 | ~0,37983 !

nou proménnou & nejlepsi linedrni kombinaci vysvétlujicich proménnych, kiers je vy-
sledkem odhadu metodou nejmengich &tverci ve vicenisobné regresi. Potom plati

2
ry,xlxz..‘xkg ! ’

kde 7*je index determinace modelu vicendsobné regrese s vysvétlovanou proménnou:
¥ a vysvétlujicimi proménnymi xi, xz, ..., xx.

Piedpoklidejme, Y¢ mame k dispozici nahodny vybér z (k+ 1)}-rozmémého nor:
malniho rozdéleni vektoru (¥, X3, Xa, ..., Xz). Test hypotézy o nulové hodnoté koefi
cientu vicendsobné korelace py ..

Determinant matice 5x5 je roven 0,271 4, po vynech4ni prvniho ¥adku a prvnfho
sloupce dostaneme determinant 0,151 1. Po dosazeni do (4.88) je

,_0.2714
0,151 1

=0,6658.

F =
PX Xy sy

Viimnéme si, 7e pougijeme
V(4.77) = 0,443 3, dostan

nebot’ \/F =4/0,4433 =0,6658. Toto pozorovani nabizi druhou mozZnost definice

koeficientu, ve kierd nejdffve nalezneme index determinace pro vhodny model vicena-
sobné regrese a ten pak odmocnime.

-li index determinace regresniho modelu (4.72) uvedeny

eme stenou hodnotu vicendsobného indexn determinace,
.
Ho: pr 2, ..0,= 0
proti alternativni hypotéze

Hi: Prag . .x #0

je shraut v tabulce 4.36.




