108 Pravdépodobnost

7. této véty vyplyva, Ze pro velka » 1ze rozdé&leni pravdépodobnosti ndhodné veli-

¢iny > X..j=1,2, ..., aproximovat rozdélenim N(nu, no®) a rozdéleni nahodné
j= 7 b4 E * > -

veliiny 2.7, X, /n lze aproximovat rozd&lenim Ny, o/n). DileZité je, Ze tak lze udi-

nit za pomeéme obecnych pfedpokladi a bez znalosti pivodniho rozdgleni velidin X,

Moivreova-Laplaceova véta , |

Specidlnim pfipadem Lindebergovy-Lévyho vity j e-nésledujici -vet’a: Nechvt {),(,;} je

posloupnost vzajemné nezavislych ndhodnych veli¢in s alternativnim rozdélenim se

stejnym parametrem 7z, 0 < 7< 1. Pak posloupnost {¥,}, kde

:wmjmwﬁ ixjf,m , (2.167)
[nz(l—-m)] "\ 3

konverguje v distribuci k rozdéleni N(0, 1).

H

Priklad 2.15 o v
Na zékladé minulych pozorovani vime, Ze primérna hl?otnost ba!iku zasﬂane.lfc‘) pos-
tou je 5 kg. Hmotnost zasflaného baliku miizeme povaZzovat za nahodrj(v)u vell’(:}nu se
stfedni hodnotou 5 kg a se smérodatnou odchylkou 1,5 kg (te} byla rovaez sl?ocnan% na
zakladé minulych pozorovéni). Jaké je pravdépodobnost, ze }.OOV 25}51la2yc1} b’aﬁkg,
které se nakladaji do po§tovniho auta, pfevysi svou hmotnosti uziteéné zatizeni naklad-
niho prostoru tohoto automobily, které ¢ini 550 kg?

: Reseni o N

| Hmotnost i-tého baliku zasilaného postou miiZeme povazovat za ndhodnou velidinu X;

z proi=1, 2, ..., 100 se stfedni hodnotou = 5 kg a smérodatnou odchylkou o= 1,5 kg.

" Soudet hmotnosti viech 100 baliki ozna¢me ¥, tedy ¥ =3 X, . Hmotnosti jednotli-

vych balikil jsou nezavislé. Dale plati, Ze viechny velitiny X; maji stejnou stfedni hod-

notu a rozptyl. Jsou tedy spinény podminky pouziti centralni limitni véty a lze psat

Y=Y X, ~ Ny, no?).
i=l
Po dosazeni obdrzime
100
Y=> X, ~N(100-5,100-2,25) , tedy n = 100.
=1

Hledana pravdépodobnost je pak rovna

P(Y>550)-—1—P(Y$550)=1P(

15
=1-P(U £3,333) =1- F(3,333) =1 - 0,99957 = 0,0004.

Y—500<550—500JM
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3 ANALYZA DAT Z VYBEROVYCH SETRENI

V této ¢asti pouZijeme znalosti z pfedchozich dvou kapitol vénovanych popisné statis-
tice a teorii pravdépodobnosti k tomu, abychom se pokusili usuzovat na zaklads ome-
zené informace obsaZené v néjakém vzorku na celou populaci, ktera je cilem zkou-
mani. Takovymi postupy se zabyva matematicka statistika, ktera pouziva metody teo-
rie pravdépodobnosti pii analyze dat. Metody a postupy, které umoziuji zobectiovat
vysledky z Gasti na celek, se nazyvaji statistickou indukei.

Nejprve se budeme vénovat problémiim spojenym s poFizovanim dat, ze kterych
by bylo mozné ¢init spolehlivé zavéry, a dale predstavime zakladni metody zobeciio-
vani, kterymi jsou bodovy a intervalovy odhad a testovani statistickych hypotéz.

3.1 Vybérova Setieni

Z4dnd statisticka metoda nemiize poskytnout hodnotné vysledky, jsou-li §patnd data,
se kterymi pracujeme. O kvalité dat rozhoduje jiz faze statistického Setfent, v rAmci
kterého je ziskavame. Prvng podstatnou okolnosti p#i jeho pripravé je rozsah statistic-
kého souboru, kiery ma byt zkouman (pouzivime také nazev zakladni soubor, zi-
Kladni populace nebo jen Populace). MiiZe to byt soubor viech domécnost] v Ceské
republice, soubor viech voli&t, kteff se mohou zlidastnit urditych voleb, nebo soubor
viech prijemci n&jaké dévky.

Ve vy€erpavajicim zji§€ovani se prosetfujf veskeré jednotky zakladniho souboru.
Uvazujme rozsahly soubor — feknéme, Ze ho tvoii napriklad viichni obyvatelé n&ja-
kého tizemi. Realizace takového statistického Setfeni bude vyZadovat narotnon organi-
zacl, mnozstvi pracovnikd, zna&né finandn] i Casové ndklady. T zpracovani jeho vy-
sledkil miZe zabrat relativng dlouhé obdobi. Na druhé strané dobfe provedené vyéer-
pavajici zjistovani mize poskytnout detaiini informace o kazdé: Jjednotee v zdkladnim
souboru a presné charakteristiky sledovanych velitin. Tyto jeho pfednosti viak zmi-
nénou naroénost vyCerpavajiciho Setieni malokdy vyvazi, a tak nebyvé realizovano
Casto. Jako piiklad uved'me s&itdni lidu, domii a bytd, které nas stit a jeho statistické

- organy realizuji ve zhruba desetiletych intervalech.

Provedeni vy&erpavajiciho zjistovani viak mohou branit i Jin¢ okolnosti. V pra-
myslové vyrobé mohou urdité zkoudky vyrobkii pii ovéfovani Jejich vlastnosti —
naptiklad jejich odolnosti pi uréité zatesi — vést az k jejich znchodnoceni, a tim k vy-

Tazeni z dal&tho pouziti. Pii dotazovani zakaznikil obchodu jejich kompleini soubor
Jednoduge ani nemame k dispozici.

V takovém piipads Ize pfistoupit k nevycCerpavajicimu, vybérovému Zjistovani.

To znamena, e prosetfeny jsou pouze nékiers Jednotky, které byly ze zakladniho

ouboru vybrany. V ekonomické praxi je sledovan cenovy vyvoj nebo vyvoj Zivotnich
dkladd. Rozsahla komoditni skladba trhu a liberalni tvorba cen vytvarejf situace, kdy
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stejny vyrobek je prodavan za rlizn¢ ceny Casto ve stovkach prodejen na tizemi celého
statu. Podobné je to s tisici dalgich produkti. Pak nezbyva nez zjiSt'ovat tzv. reprezen-
tanty ve vybranych prodejnich mistech a z vyvoje jejich cen usuzovat na celkovou dy-
namiku cen. Stejné tak zdznamy o vydajich domécnosti (kdy v ramei Ceské republiky
hovotime o milionech jednotek) Ize vést pouze ve vybérovém souboru. V sociologicke
oblasti se b&7né setkdvame s vyzkumy vefejného minéni &i volebnich preferenci, firmy
zajima poptavka jejich zikaznikil, televizni stanice zkoumaji sledovanost svych po-
tadf atd. Spoletnym jmenovatelem viech téchto cinnosti je vybérove setieni.

Informace ziskané z vyb&rového zjistovani se poté obvykle zobectiujf na cely za-
kladni soubor. Takovy postup je ostatn& celkem obvykly i v b&Zném Zivoté, kdy ¢inime
zaveéry na zakladd jen kusych informaci, odhadujeme urcité skute¢nosti nebo ovéfu-
jeme tvrzeni o nich vyslovena. Urovedi takovych tisudkd je pochopitelng mizna. Od
statistickych vyb&rovych fetfeni viak olekavame, Ze jejich zobecnéni na zakladni
soubor budou nejen moZna, ale ze bude mozné ziskat predstavu také o jejich kvalitg,
kontrolovat ji a ovlivnit. To oviem vyZaduje, abychom pii realizaci vybérového Setfeni
nepostupovali libovolng, ale abychom respektovali urcita pravidla, kterd zobecndni
vybérovych informaci na zékladni soubor umozni.

Shrneme-li to, co jsme zatim o vybérovém Setieni fekli, 1ze konstatovat, Ze 7e 74-
kladniho souboru o velkém rozsahu (oznadime ho N) vybereme jeho Cast, vybérovy
soubor (nebo také vzorek) o rozsahu n. Ve vzorku provedeme statisticke etfeni. Jeho
vysledky zpracujeme a nasledné vyuZzijeme k provedent usudkil o zakladnim souboru.

Zptisob pofizeni vyb&rového souboru je pro moznosti tohoto usuzovani kliCovy.

Ziskat pfedstavu o kvalité Gsudkd o zkoumané populaci, provedenych na zaklad& vy-
bérovych informaci, umoZiiuji pravd&podobnostni nebo také nahodné vybéry jednotek.
Data, kterd nebyla potizena nahodnym vybérem, takovou moznost nedévaji.

Pravdépodobnostni (také ndhedny) vybér znamena, 7e kazda jednotka populace
mé zndmou pravdépodobnost zahrnuti do vybérového souboru. PHimy vybeér jednotek -
se stejnymi pravdépodobnostmi vybrani, ktery zajisStuje viem jednotkam také stejné
pravdépodobnosti zahmuti do vzorku a rovn&Z vem vzorkim o stanoveném rozsahu. -

n stejnou pravdépodobnost jejich vzniku, je obvykle oznatovan jako prosty nahodny

vyhér. Pokud ma vybrani jednotky v kterémkoliv tahu probihat za stale stejnych pod--.

minek, musi byt jednotlivé tahy nezavisié na pfedchozich pokusech, coZ zajisti vraceni

kazdé vybrané jednotky zpét do zakladniho souboru (vybér s vracenim nebo také

s opakovanim).

Uvazujme rozsahiy, kone¢ny zakladni soubor N domacnosti. Sledovanou velidinou .
budi podet &lendl domacnosti, ktery oznacime X. Nahodné (napifklad na zakladé¢ losu -

nebo ndjakého generdtoru nabodnych &isel v softwaru) vybereme jednu domdcnost
a zjistime, e podet jejich clent (nahodna veli¢ina X)) je napiiklad 3 (jednd se o hod-

notu nahodné veli€iny, tedy maZeme psat x1 = 3). Je ziejmé, Ze pravdépodobnost, 7e

prvni ndhodng vybrand domacnost je tiiclennd, je dana tim, nakolik jsou t¥i¢lenné do:
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macnosti zastoupeny v zakladnim souboru. TotéZ plati i 7 $1 moz
sti 22 . platii pro kazdou dal$i mozno -
notu této ndhodné velidiny. ’ whod

Kromple,tni rozdeleni pravdépodobnosti nihodné velitiny podet cleni ndhodné vy-
brané domacr{osri Je tedy ddno rozd&lenim podtu &lenti domacnosti v zakladnim soﬁ-
borru. V situaci velmi rozsahlého, piipadné nekoneéného zékladniho souboru mitFeme
v tetch tvaze (podle zdkona velkych &isel, ktery je vysvétien v druhé kapitole) namisto
ro%delen'i Cetnosti pouzit rozdéleni pravdépodobnosti nahodné veliCiny pocet élenii do-
Z@écizr]/;ci)sn. Rikdme pak, Ze pofizujeme nahodny vybér z pravdépodobnostniho roz-

,Vrécezlim vybrané domécnosti zp&t obnovime vychozi stav v zédkladnim souboru
a na’h?dne vybereme druhou domdcnost. Poéet jejich ¢lenit (nahodna veli¢ina X3)
nabryva hodnoty x». Také rozdéleni této ndhodné velidiny je dano rozdélenim éetnosii
\vf‘zakladnim souboru, a je tedy stejné jako rozdéleni pravdépodobnosti nahodné veli-
¢iny X1. Na_vic vysledek druhého tahu nezavisi na vysledku tahu prvoniho, X; a X> jsou
tedy nezdvislé nihodné veliiny. Obdobné zavéry plati i pro dali néhc;dné Velig“:iny
ng, Xy, oo, X,,-, Fedy pocet Clenil tfetd, &tvrté, aZ n-té nahodnd vybrané domacnosti
Vsechny veliCiny majf shodné pravdépodobnostni rozd&leni odpovidajici rozdélenl;
studovaného znaku v zakladnim souboru a jsou nezavisié.

) Popsany pf)stup, prosty nahodny vybér s vracenim, je nejjednodussim typetn prav-
d(’apodczbnos!tmho vybéru. Zarovei je nejvvhodngjsl pro teoretické uvahy, na jejichz
zakladg realizujeme usudky o charakteristikich zakladniho souboru i o jeji’ch kvalité

erdflotke?m v zdkladnfm souboru mohou byt piifazeny i rizné pravdépodobnosti
vybrani, maji pak také rdznou sanci dostat se do vybéru. Takovy postup je volen, po-
kud pro hodr}oceni uréitého problému nemaji jednotky (feknéme firmy) stejnj/: 53’{—
Zham, Eebot’ jsou napfiklac’i pestejné velké. Vyjadfeni miry odlignosti jednotek, a tedy
E(linn;f;k g:;fgepodobnosu jejich zahmuti do vybéru, miZe ovSem byt v praxi dost

Zaj istit n'gzéwislost nahodnych veli¢in vracenim jednotek do zakladniho souboru
v procesu jejich vybirani je ovSem velmi nepraktické a vybéry jsou realizovany

_obvykle bez vraceni. Tato skute¢nost neznamena komplikaci pouze tehdy, predsta-

vuje-li vzorek jen nepatrnou &ast rozsahlého zakladniho souboru, feknéme do 5 %
pebo polfud dokonce uvaZujeme zakladni soubor nekonedng velky. ,V takovém pfipadé:
jsou zmény pravdépodobnosti vybréni jednotky v jednotlivych krocich vyb&ru bez
vraceni natolik nepodstatné, Ze lze uvaZovat teoreticky jednodusi vybér s vracenim.

vaokufi Yzorc?k Pfedstavuje V}'fznallmnej 8i ¢ast zakladniho souboru, je rozdil mezi
“ma vybérovymi postupy zdsadn&jsi. Zejména v pifpad€ vybéru s nestejnymi prav-

_gepl?dobm-)str%i’ v1"aceni Jednotek znamend, Ze do vzorku jsou Gastsji zahrnovany jed-
Totky s nejvetdimi pravdépodobnostmi vybréani. Nastésti je nahodny vybér bez vraceni

hledlsk’a kVElif.‘y I}ésledn)?ch tsudkd o zdkladnim souboru vyhodn&j$i nez vybér
vracenim. Pii daném rozsahu totiZ vzorek miize zahrovat vatdf pocet riznych vybé-
rovych jednotek nez v pifpadé opakovaného zatazeni nékterych jednotek do vybéru.
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Realizace pravdépodobnostniho vybéru obvykle nep,fe(’istavuje f:yzzcké Vyblralm
jednotek. Probihd na zaklads jejich seznamu, ktery. se nazyva opora vyberu.’J ?dn{-)t <y
jsou zde zastoupeny n&jakym symbolem, nejéastéji pofadovym ¢islem, a vybirdna jsou
tato ¢isla, 5 o

Ale i ndhodné vybirani — losovani — nap¥iklad cestou i)_c1slov§1nych listkidl by v TZI
sahlém souboru bylo technicky t&%ko proveditelné. Y fI}l.ﬂulOStl byly pro tve’nto u(:ie
vytvafeny tabulky ndhodnych Gisel, které obsah-ovaly 01shce’ 9, 1, .. '5,9 usporasiaéle do
sloupcti tak, aby bylo mozné je libovolng spojovat a V}/:[V‘fll‘et’ talf c1s’1a o potie lr{wm
poctu mist. V soucasné dobé se ke stejnému téeln pouZiva vypogetn} techmka, <on-
krétn¢ generatory pseudonahodnych &isel. Tytlo uéelove vytvofené ’algon‘fmy jsou
béZnou souddsti softwaru riizného typu a umoZituji snadno realizovat ndhodné vybéry.

Pokud se miizeme spolehnout na to, Ze seznam jedltotek v zakladnim sfoubor'u je
uspofadan nahodng, lze uplatnit tzv. systematicky vybér. Nejprve stanowmer }xlzycll)lf:
rovy krok jako podil N/n= k. Z prvnich k jednot’ek v seznamu ’\{ybereme ne:jr odné
prvni jednotku systematického vybéru a pofadové E“:lslo kafde, davt151 jeidpptky obl thlf-?
opakovanym pii¢itanim kroku vybéru k. Tak napf’lklaq pii vybéru pf:tl Jedfloteb( ze
set je vybérovy krok 60 (300/5 = 60). Z prvnich Sedesati _]ednotek nah(gdne vy (.erve’rr]le
jednu jednotku, feknéme patndcton. Déle pak vybereme jednotky s pofadovymi &isly
75,135, 195 a 255, | o

Predchozi vyb&rové postupy realizuji stejné pravdéprodobnovstl vybram. Jedno’te%{
v zakladnim souboru. Pokud je checeme pouZit pro rozdﬂile pravdepodobno:stl vybrani,
pak zastoupime jednotky tolika poloZkami v opofe VYbEI'Ll, aby byl(} dos%zeno g(ilpo—
vidajicich rozdili v pravdépodobnostech Vybaqémi. Nappklad dvojnasobné prav E:Ir),c;—
dobnosti vybranf je dosaZeno tak, Ze pfisluina jednotka je v seznamu uvedena dvakrat.

Neexistence opory vybéru je samoziejms zdvaznou (a velmi &astou) komplikacf.

Je pak nuiné zvazit jinou moZpost vyberu tak, aby nebyly naruseny jeho Zadouci

vlastnosti. V terénu je moZné realizovat systematicky vybér napiiklad doméacnosti for- _

mou tzv. ndhodné prochdzky. Nahodng je stanovena startovaci adresa (ngrni.i se 013
vykle vyzkum neprovadi) a ddle pravidla pohybu v terénu (jakym sm&rem jit, jak smér

ménit, jak vybirat byty v bytovych domech atd.). Ve stanoveném sméru jsou postupneé -

odpocitavany domy ¢i byty a vybran je kazdy -ty podobng jako u systematického

vybéru, Pravidla pohybu pii ndhodné prochdzce musi byt formploye’mq tak, _aby.za—’ .
jisCovala skute¢né pravdépodobnostni vybirani a znemoziiovala jakékoliv subjektivni -

rozhodovani o jejim prib&hu. .
V piedchozim pfikladu se v rdmci prochédzky pohybujeme na tizemi néj flkre obce:'.
Ale i tu jsme museli nejspi§ vybrat, a mozna i tizemi, na kterém se nachazi {napt.

okres). Vybér patmné probéhl ve vice stupnich. Casto je totiZ nutné z riznych divodi ;.

uvazovat o sloZit&js$im uspofadani pravdépodobnostniho \fybéru. Dﬁ\{ody jsouwdvo_],l:
jednak organizaéni — piedev§im hledisko nakladd Setfeni, jednak kV\,ral,lte} asudki o zta-.
kladnim souboru, realizovanych nisledné. Vhodny zpiisob uspofadéni vzorku to iz
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miiZe vést ke snizen velikosti chyb, kterych se dopoustime, kdyz o zdkladnim souboru
¢inime z&v&ry pouze na zéklads vyb&rové informace.

Predpokladejme, e zakladni soubor Ize rozdélit do mensiho & vétsiho poctu ne-

Mohou piitom nastat dvé moznosti: pii rozdéleni

1 jsme se snaZili o to, aby si jednotky ve skupinich byly co nejpodobngii a aby

¥ z pohledu sledované veliCiny byly spise mezi skupinami, nebo Jsou skupiny
stefné riznorodé, jako soubor sim.

V prvnim piipadé provedeme z kazdé skupiny nahodny vybér vzorku Jjednotek.
Hovotime pak o oblastnim (stratifikovaném) vybéru, Oblastmi (straty) pfitom nero-
zumime pouze urditd tizemi, ale také napiiklad vékové kategorie, domécnosti § urdi-
tym pocétem &leny, podniky t¥idéné podle poctu zaméstnanct a odvetvi plisobnosti
apod. Nejvyhodngjii z hlediska nasledného zobechiovani je situace, kdy rozsah vybéru
z kazdé oblasti je umérny jeji velikosti (tedy z kazdé oblasti vybirdme stejné procento
jednotek). V takovém piipadé je oblastni vybér dokonce uemnéjsi a prinad kvalitn&;si
informace o zékladnim souboru ne prosty nahodny vybér.

Ve druhém pripads jsou skupiny pro takovy postup pFilis riznorodé. Lépe bude
odné vybrat skupiny a v Jejich rimei pak provést vyCerpavajici zjistovani, Hovo-
fime pak o vybéru skupin. Pokud nihodné vybereme jednotky pouze v téchto vybra-
nych skupinach, hovotime o dvoustupiiovém vybéru. Uvedend postopy mohou byt
v¥hodné spise organizang nez 7 hlediska kvality usudkd o zdkladnim souborn, V pra-
xi pak je n&kdy nutno pfistoupit k realizaci vybéru i ve vice nez dvou stupmich.
Zikladnf soubor domacnosti v Ceské republice tvofi zhruba 4 miliony jednotek. Pokud
vyberové Setfeni, je vhodné rozdslit Jje podle krajt, dale
T, idel, u velkych sidel podle Jejich &asti. Piiprava takového Setfent,

ma-li piindst odpovidajici vysiediy, je z hlediska organizace néroéna zaleZitost,

Nepravdépodobnostni vybéry zakonitosti nahody v procesu vybiranf pro tsudky

populaci vyuzivat nemohou. Informace 7 nich ziskané se nedaji objektivng zobectio-
at, mohou mift tak pouze podptirny a doplitujici riz. Znagns pfednosti nepravdépo-
obnostnich vybéri viak Jjsou v organizadni oblasti, vyzaduji nizsi Gasové i finanéni
aklady nez vybéry pravdépodobnostni. Neni tak divu, %e v praxi jsou &asto upiednost-

-

r

Byvaji tak uplatiiovdny napkiklad prileZitostné vybéry (ndhodné kontaktovan{

fiklad chodcti na ulici) a samovolng vybéry — ankety. Jejich velkym problémem je

im zdjmem o téma Setfeni, at’ uZ v pozitivaim
otoriCif sté¢Zovatelg), osoby, které byly vice ne
ucasti slibem ngjaké odmeény & vyhry atd.
Usudkové vybéry jsou zaloZeny na formulovani ur&itéhe kritéria, jez ma Zajistit
co nejlepsi , logickou® shodu vzorky s¢ zakladnim souborem. Problém je ve zplisobu,
ym j 0 kritérium realizovano. Samotny akt volby Jednotky probihd na ziklads
11 pouziti typického vybéru jsou
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tak vybirany jednotky, povaZované v dané populaci za typické. V praxi terénnich pri-
zkumi je viibec nejroziifendjdim vybérovym postupem kvétni vybér. Jeho cilem je
zajistit shodnou strokturu zdkladniho a vybé&rového souboru vzhledem k nékolika pod-
statnym (kvotnim) znakim.

Kvotni znaky jsou jednoduché, snadno identifikovatelné a z hlediska zakladntho
souboru kli¢ové vlastnosti, jako je naptiklad vék, pohlavi, vzdslani nebo druh ekono-
mické aktivity. Podle hodnot kvétnich znaki je zakladni soubor viastng rozdélen do
skupin a dodrzeni shodné struktury vzorku znamend, e pofet vybiranych osob je
umérny velikosti skupiny. Za predpokladu dodrzeni ndhodnosti volby jednotek by se
Jednalo o oblastni proporciondlni vybér, ktery poskytuje relativng kvalitni usudky
o populaci. Samotna volba jednotky viak nahodné neprobihd, nebot o ni vedle kvét-
nich znakt rozhoduje vybér realizujici osoba (tazatel).

Namitku Ize v piipadé kvotnich vyb&rd vznést i proti myslence dosazeni shodné
struktury vzhledem k n&kolika kvéinim znakiim, jeZ nemusi nutng znamenat shodnou
strukturu i z hlediska znakil ostatnich, viems zjigfovanych. Je pravda, 7e za kvéini
Jjsou voleny takové znaky, s nimiZ obvykle zji§fované znaky vice & méng souviseji.
Na druhou stranu se praxe kvotnich vybérii omezuje obvykle na dodrzeni pouze jed-

norozmémeé, nikoliv vicerozmémé struktury zékladniho souboru. Tak napfiklad -

vzorek se shoduje s populaci vzhledem k podilu ¥en (napriklad 55 %) a vzhledem
k zastoupeni jednotlivych vékovych skupin (napifklad nejmlad¥i 30 %, stfedniho véku
40 %, nejstarii 30 %). To ovSem neznamena, Ze se shoduje vzhledem k zastoupeni Zzen
v jednotlivych vekovych skupinach. I pies zachovani slo¥eni podle véku a pohlavi tak
ve vzorku ve srovnani s populaci mohou napftiklad ptevazovat mlad¥i Zeny a naopak
starsi muzi.

Pro praxi kvétni vybéry pfedstavuji rychlejsi, organizatng jednodussi a obvykle
take levn&j$i moZnost vybirani ne pravdépodobnostni postupy. Je proto pochopitelnd,
Ze json viibec nejrozsifengj$i. Nutno fici, Ze jejich uZivatelé vytvafenim nejriiznéjsich’
kontrolnich mechanism usilujf o co nejv&t¥i eliminovéni subjektivity rozhodovéni ta
zatell, a tim o otupeni nejCast&jdich vytek, jeZ jsou vidi kvétnimu vybéru sméfovany.

Dal8i argumenty (nejen) praxe ve prospéch kvétniho vybéru pfipominaji, Ze hodnoceni.

kvality asudki o cilové populaci je obvykle spojovéno pouze s posouzenim vyb&rové

chyby a nepotita s problémem non-response, tedy neziskédnim informace od &Asti vy--

branych jednotek.

Praxe vybérovych statistickych Setfeni osob se asto musi vyrovnat s dost nizkou
spcsnosti pfi jejich kontaktovani, at’ uz jsou jeji divody jakékoliv. To oviem moze
znamenat systematickou (nevybérovou) chybu zjistovani, a tedy jeho vyznamné

zkresleni. Vyvstdvi pak pochopitelné otazka, jak s netplnymi tidaji o n&kierych jed

notkdch naloZit, a zda si pravdépodobnostni vybéry udri své prednosti pfi vicerozmar-

ném Setieni s vysokym podilem chybgjicich hodnot. '
S rozvojem internetu v poslednich dvou desetiletich narfistd velmi rychle jeh

vyuZiti ve viech fézich terénnich Zetfeni. SniZuje toti vyznamné néklady, pfitom:
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uﬂInO?ftlrl_]e zkoumani relativng rozsihlych soubori a dovoluje efektivni uplatngni nej-
rizng §1ch V)?zlliumn)’fch nastropi. Akademickd sféra Je (a méla by byt) ve srovnani
$ praxi v rozvoji on-line vyzkumi rezervovancjsi; hlavni pfi&inou jsou naroky na kva-
1¥tu dat, které internetové prazkumy &asto nespliiuji a neumoziuji tak realizovat objek-
tivni zavéry o zkoumanych populacich.

’ Nekvilliﬁk_ované VYUZill internetn miize data i informace ziskané jejich analyzou
vyznanmci ovlivnit. Z problematického definovani populace, kterd je pfedmetem zkou—
rpan}, miZe }fypl}?vat chyba jejiho pokryif v pritbéhu Setfent. Plati to 1 pro zemé s rela-
tivné vyrfsolf:ym pokrytim internetem, jako je Ceska republika, jak ukazuje konfrontace
cerlkove a internetové populace zemé & celkové g internetové populace Ceskych do-
macnostl. Zkoumand populace proto byva ve vyzkummé praxi Casto zastoupena

a

birdny. To zase mize vést k chybam v zavis-

2

a nqeumoiﬁuje provést zebecnéni na populaci bud’ viibec, nebo jen velmi omezenyi
zpusobem. I pravdépodobnostni vybsr, jak jsme jiz konstatovali, mize byt problema-
ticky, je-li ovlivnén vy33{ mirou non-response. )

Pfe.d_poklédej me nyni, Ze vicchna tskali spojend s vyb&rovym fetfenim se podafilo
uspokojivé pfekonat amime ze vzorku k dispozici objektivni udaje. Statisticks tcoric
pak umoziuje ziskané informace zobecnit na zakladn{ soubor, ale také ziskat predstavy

orkvialité takovych asudki. To vie oviem pouze za pfedpokladu, Ze vyber byl realizo-
véan jak

’ Jak jsme jiZ uvedH, v matematické statistice pracujeme nejen s daty potizenymi

- ne,LhS)dnym vybérem z koneéné populace, ale obecngji s daty pofizenymi nahodnym
| vybérem z pravdépodobnostniho rozdéleni néjaké nahodné velifiny. Néhodny vyber
ovrozs’ahu 1 z rozdéleni nahodné veliéiny X je posloupnost # nezavislych, stejné roz-

: (vielenytlzh nahodnych velicin s rozdélenim stejnym jako ma nihodna Velicz:ina X M-
zeme si tak pfedstavit » nezavislych realizaci (hodnot) ndhodné velidiny X jako ﬁapf‘i—

klac’i n hodnot starobnihe dichodu v Ceské republice v urditém mssici pocet poruch

v dilng v r vybranych dnech nebo informaci od » ndhodné Vybran}’/chjvoliéﬁ o tom

zda by volili konkrétni stranu. Pokud budeme dale pouzivat pojem nahodny V}’fbér,

budeme mit na mysli pravé ndhodny vybér z rozdéleni ndhodné veli€iny. ’

i\32\ Vybérova rozdéleni

Zkoumanoy nahodnou veliginu

o nirt oTd popsat pomoci rGiznych popisnych charakteristik. Pokud je
or kone&ny, hovofime o populacnich (také zakladnich) charakteristikich. Me-
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souboru, u alternativnich znakdl relativni Cetnost nebo absolutni Eetnost v zakladnim
souboru. Tyto statistiky bychom byli teoreticky schopni nalézt provedenim vy&erpa-
vajiciho Setfeni. Casto se ale zabyvame zdkladnimi soubory, které jsou tak velké, Ze
JiZ neni u¢elné k nim pfistupovat jako ke kone&énym, nebo zkouméame proménné, které
se ke kone¢nym zakladnim souboriim ani teoreticky nevztahuji. Takové problémy
zahrmujf napfiklad usudky vztahujici se také na je§t® nevyrobené vyrobky, kdy za-
kladni soubor tvofi viechny vyrobky vyrab&né stejnym postupem, tedy jiZ vyrobené
i jesté nevyrobené. Nebo chceme zkoumat spotiebu paliva na 100 km auta uréitého
typu, kdy je velmi tézké formulovat zdkladni soubor tvofeny viemi stokilometrovymi
Useky, které takova auta mohou ujet. V takovych piipadech mluvime o pravdépodob-
nostnim rozdéleni ndhodné veli¢iny a o jeho charakteristikach jako je stiedni hodnota,
rozptyl nebo pravdépodobnost néjakého sledovaného jevu. Nékdy se zabyvame ne
pfimo charakteristikami, ale parametry pravdépodobnostnich rozdéleni. Napiiklad
v normalnim rozdéleni mizeme zkoumat stfedn{ hodnotu. Uvazime-li vlastnosti toho-
to rozdéleni, zajimdme se vlastné o parametr i tohoto pravdépodobnostniho rozdéleni.

Hodnoty charakteristik rozdéleni a parametri nemiizeme obytejné nijak presnsé
ur¢it. 'V klasickém, nékdy také Eetnostaim ptistupu pfedpokiadame, Ye tyto charak-
teristiky json nezndmé konstanty. Tento pFistup budeme pouzivat v celém daldim tex-
tu. Bayesovsky ptistup (Bolstad a Curran, 2017) pfedpokladd, e tyto parametry jsou
nahodné veliginy.

V dalSim textu budeme ndhodnym vybérem rozumét ndhodny vybér z rozdéleni
zkoumané proménné. Z hodnot v ndhodném vybéru uréime vybérové protéjiky k za-
Kladnim charakteristikdm, témto prot&jkiim fikime vybérové charakteristiky nebo .
take statistiky. Pojem statistika pouZivame tedy nejen jako ndzev pro védni oblast

{ekonomické statistika, matematicka statistika), ale také pro libovolné funkce ndhod
ného vybéru, jako je primér, vybérovy medidn, varia&ni koeficient a dalsi. Charakte

ristiky zdkladniho souboru a parametry rozdgleni sledované proménné jsou pevné .
hodnoty. Statistiky jsou vypocitané z ndhodného vybéru, a tedy z ndhodnych velidin,

jsou proto také nahodnymi veli¢inami.
Nyni budeme uvazovat koneény zakladni soubor. Nejprve zavedeme potiebné zna
¢eni, budeme vyuZivat symboly a pojmy z kapitol o popisné statistice a teorii pravdé

podobnosti. Ndhodnou veliéinu oznadime X, podet statistickych jednotek v zakladnim

souboru N a podet pozorovani v ndhodném vybéru n. Hodnoty ndhodné veli&iny X pr
jednotky v zikladnim souboru budeme znagit malymi pismeny, tedy x1, xa, ..., xy. Jed

notky jsou vybrany ndhodnym vybérem, proto jsou pozorovani néhodoé veli¢iny:
avsouladu se znafenim z druhé kapitoly je budeme znadit vellymi pismeny..

Xy, Xz, ..., X Jejich konkrétni hodnoty oznadime malymi pismeny x1, xz, ..., Xn. i
Primér v zdkladnim souboru (zakladni nebo také pepulaéni primér) je

1 N
= — x., 3.].
7 NZ. , 3.1
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jeho vybérovym protéjskem je aritmeticky primér v nshodném vybéru, tj.
- 1
X= ;;Xr (3.2)
Nekdy nds bude zajimat soudet hodnot proménné X pro viechny Jednotky v zékladnim
souboru (zékladni nebo populaéni dhrn) ve tvaru S x =N AL

Obdobné rozptyl v zakladnim soubory zikladni Eni :
novan j ako ( ni nebo populaéni rozptyl) je defi-

21 2
T :Eg(ﬂﬁ—ﬂ), (3.3)

Jjeho vybérovy protdjsek v¥bérovy rozptyl je dan vztahy
2 :__1_ - 2 SR i

| $'= 3 (x,- ) —E(X -y (3.4)
V,yr:dz Zd, dl:uhym rovnitkem v (3.4) se vyuziva k vypoctu vybérového rozptylu a na-
zyva se také vypocetni tvar rozptylu. Vimn&me si, e pfi vypodtu rozptylu v zaklad-
nim souboru postupujeme stejuym zplisobem jako pif vypoétu rozptylu v prvni kapi-
tglf;. P’ro‘Eo mf:lierne vyuzitiviechny jiZ uvedené vlastnosti. Koeficient 1/(n - 1) v defi-
nici vybérového rozptylu (3.4) je volen iak, aby hodnota statistiky S% co nejlépe pri-
bliZovala nezndmy zékladni rozptyl &. PP

Y prvni kapitole této knihy bylo ukdzano, ze pro popis variability je uZitedné
pouZfvat charffkteristiky, které maji stejné mérné Jednotky jako zkoumana proménnd
nebot’ v takovem piipadé jsou pozorované hodnoty i charakteristiky piimo srovnatelné’
Proto budeme i v matematické statistice pouZivat smérodatnon odchylku v zeikIad-

nim souboru o a vybérovon smérodatnou odch L _
- ylku S, definované jak
zrozptyld (3.3) a (3.4), tedy jako odmocniny

(3.5)

respektive

(3.6)

V piipadé alternativniho znaku X sledujeme vyskyt urité viastnosti. Budeme

prfadpoklédat, Ze statisticky znak nabyvé hodnoty 1 v pripad, Ze statisticka jednotka
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m 1 Nx
T=—=- 1,
N N3

Vybérovymi prot&jsky jsou vybérovy ithrn

(3.8)

3.9)

a v¥bérova relativni fetnost
(3.10)

Piiklad 3.1 ’ o
Uvazujme firmu s 500 zaméstnanci, u kterych budeme slegiovat I,Ilési.f:\]lil_l mzdu v tis. K¢
(nahodnd veli¢ina X), dobu prace ve firm& v mésicich (nahodn4 Velvwma Y)’ a gltemilw
tivod znak Z uréujici, zda zaméstnanec je Zena. Plati tedy NV = 500. Predpoklade'J me, Ze
priméry v celé firmé jsou 31,5 tis. K& a 45 mésicli, smérodatné odchylky jsou 12
tis. K¢ a 23 mésich. Jestlize ve firmé pracuje 130 Zen, je m= 130 a 7= .13.0/500.: 0,26
(26 % Zen mezi zaméstnanci firmy). Kazdy zaméstnanec je Jednou statlstlckqu Jednot-
kou, hodnoty sledovanych znakd pro j-tého zaméstnance (/ tVI,’2, ey S00) Jsogkxj, )Y
a z. V tomto pifpadé by byle snadné zjistit hodnoty popula:-:mch charak_tenstlk Pl}'jo
vSechny zaméstnance, tedy pro celou analyzovanoq popuvlam 0 N =500 Je’dnot ic .
Predstavmne si ale, Ze provedeme néhodny vybér péti zamestnar}cg s vracenim (z = 5)
a pro tyto zameéstnance zskdme hodnoty proménnych (pozorovani) z tabulky 3.1.

Tab. 3.1 Vypodet vybérovych charakteristik (statistik)
[ Xi Vi i XA N
17,9 30 320,41 900
18,2 62 331,24 3844
25,3 20 640,09 400
37.7 48 1421,2% 2 304
5 45,6 74 2 079,36 5476
Soucet | 144,77 | 234 4792,39 | 12924
Primér | 28,9 46,8 2 058,48 25848

Vybrali jsme 100(n/N) = 100(5/500) = 1 % zaméstnanci. Pokud bychom uvaZoval

krok vybéru, do vybéru jsme zafadili ka?dého stého zaméstnance, nebot je

Nin=500/5 = 100. Z posledniho tadku tabulky 3.1 snadno dostaneme vybérové cha

rakteristiky
X =289, y=468,p=0.2,

5
52 :%(958,48728,92):151,2, 5j =5 (2 84,8 46,8%) =493,

Sy =+/151,2=12,3, 5, =/493,2 =22,2.
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Pfi vypod&tu charakteristik variability ve vzorci (3.12) byl pouzit vypoletni tvar pro
rozptyl, uvedeny v (3.4). Vypoétené hodnoty méZeme srovnat s charakteristikami
v cel€ firmé (s populaénimi charakteristikami)

#e=31,5, 0e =12, yy =45, oy=23, 7=10,26. (3.14)

Pokud bychom vybrali jiné zaméstnance, vybérové charakteristiky (3.11) — (3. 13)
by se zménily, nebot zaviseji na nahodném vybaru. Z4kladni charakteristiky pro celou
firmu uvedené v (3.14) by ziistaly stejné, nebot’ zaviseji pouze na zakladnim souboru.

Piedpoklddejme jests, Ze bylo dvakrat nez4visle vybrdno sto zaméstnanci (kazdy
paty zaméstnanec, nebot’ 500/100 = 5) a byly zjistény primémé mzdy 32 tis. K&a 289
tis. K& a vybérové smérodatné odchylky 11,5 tis. K& a 13 tis. K&,

Pripomenime, Ze podie piedchozi édsti 3. 1 je néhodnym vybérem z rozdeleni mezd
jen nahodny vybér s vracenim, ve druhém pripade Jsou opakované vybéry zavislg,
nebot” nenf mozné vybrat vicekrat jednoho pracovnika. Vzhledem k tomu, Ze vybéry
sta osob jsou 20krat vats nes vybér péti osob, arttmeticky primsr ze sta hodnot by mél
byt pfesn&jsim piiblizenim primeéru v celé firmé, ne primér, uréeny z hodnot pro pét
zaméstnanct. Matematick4 statistika umoZziiuje tuto ftuitivni Gvahy kvantifikovat,

; ik nebo kolikrat je aritmeticky priimér presngjsi jako
pribliZeni priméru v celé firme. V dal$im textu uvidime, e odpovéd’ dvacetkrat neni
spravna, nebot je tteba uvazit i variabilitu mzdy ve firmé, popsanou rozptylem mezd.

A

JiZ jsme uvedli, ze viechny vybsrové charalkteristiky uvedend vySe jsou pifkladem
statistik. Pravdépodobnostni rozdelen; pouZivand pro statistiky se nazyvaji vybérova
rozdéleni. Znalost pravdépodobnostniho rozd&leni statistik je zakladnim nastrojem
k tomu, abychom mohli zobeciiovat hodnoty, ziskané 7 nahodného vyb&ru na cely za-
Kadni soubor. Napfiklad odpovidét na otazku, co nam ¥ka pramérma mzda uréend
z péti hodnot pro vybrané pracovniky o primémé mzds v celé firmé, nebo co 1ze usou-
dit z volebnich preferenci tisice vybranych voligd o nizorech viech volitd v daném
¢ase. Odpovédi na podobné otazky jsou té
metody popisné statistiky z prvni kapitoly pro hodnoty nahodného vybéru a budeme

© usuzovat z ndhodného vyberu na cely zakladni soubor.

V matematické statistice existuji dva zikladn{ typy induktivnich tsudkd, kterd
usuzuji z omezené informace, obsazené v nahodném vybéru na cely zékladni soubor.
Prvnim jsou odhady, kieré na ziklads nahodného vyberu piiblizuji hodnotu nezndmé

- zakladni charakteristiky, druhym pak testovani hypotéz. Jiz se nebudeme omezovat
- Na koneéné zakladni soubory a jej isti
- bor nekoneeny, budeme se pt
stiedn{ hodnotoy E(X) misto

Navic, pokud napiiklad fekneme, Ze vybérovy primér bude blizky (neznamému)

 Zikladnimu pritméru, doplnfme také odpoved na otazku, jak blizké tyto dve hodnoty
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jsou. K tomu budeme potiebovat pojmy z teorie pravdépodobnosti, kterymi se zabyva
druha kapitola této knihy. UkdZeme také, Ze je vyhodné a dobie vysvétlitelné pro pti-
blizeni hodnot nezndmych charakteristik v zakladnim souboru a parametri pravdg-
podobnostnich rozdéleni konstruovat néjaky vhodny interval, ktery neznamé hodnoty
bude s né¢jakou vysokou pravdépodobnosti obsahovat.

\\33\ Bedovy a intervalovy odhad

Nejprve budeme nezndmou hodnotu zékladni charakteristiky odhadovat jednou hod-
notou, kterou nazveme bodovym odhadem. Takovy odhad doplfiujeme mirou jeho
piesnosti, kterd zohledituje kvalitu odhadu a je zaloZena na velikosti kolisani daného
odhadu v ptipadé opakovanych vybéri. Druhou moZnosti je neznimou charakteristiku
odhadnout ne jednim &islem (bodem), ale intervalem, ktery s n&jakou vysokou prav-
dépodobnosti neznamou hodnotu obsahuje. Takovy odhad nazyvime intervalovym
odhadem, sestrojeny interval pak intervalem spolehlivosti. Nejprve se budeme zaby-
vat bodovym odhadem charakteristik v zakladnim souboru a parametri pravdépodob-
nostnich rozdéleni.

Vzhledem k tomu, Ze hodnotu odhadované charakteristiky neznime, nemtZeme

kvalitu jejich bodovych odhadti posuzovat prostym srovnanim charakteristiky a jejtho
odhadu, jako to bylo mozné v piikladu 3.1. Proto se musime spokojit s obecnéj$imi -

postupy, které budou zaloZzeny pouze na pravdépodobnostnich rozdélenich statistik.

Piedpokladejme, Ze nas bude zajimat priméma mési¢ni mzda v Ceské republice
v urditém mésici. Populace osob, které mzdu pobiraji, je koneéna a teoreticky by bylo
mozné primeémou mzdu, tedy zakladni primér, ur¢it uplnym setfenim. MiZeme tedy -

hovofit o popula¢nim praméru mzdy a také o stfedni mzdé, oba terminy se vztahuji ke
stejné hodnoté. Pokud by nas oviem zajimala stfedni hodnota spotieby benzinu na sto
kilometrii uréitého typu auta, i pii daném typu a vybaveni nemiZzeme hledanou hod-
notu nalézt. Neexistuje totiz zadny koneény statisticky soubor stokilometrovych jizd,
dokonce ani soubor viech aut, uvazujeme-li naptiklad je§té auta nevyrobend a jizdy
jesté neuskutecnéné. V tomto pripadé miizeme hovolit jen o stfedni spotieb& benzinu.

Piedpokladejme, Ze mame k dispozici ndhodny vybér X1, X, ..., X, z rozdélent -

nahodné veli¢iny X, tedy informaci o mzdé n vybranych pfjemct mzdy nebo o spo-
tfebé benzinu na # ndhodné vybranych stokilometrovych jizd auta. Neznamou stfedni
hodnotu nahodné veli¢iny £(X) nebo primér y v zdkladnim souboru odhadneme arit-
metickym pritmérem X , uréenym podle vztahu (3.2). Statistiku X nazveme bodo-
vym odhadem, n¢kdy také pouZivame nazev estimator. Déile jiz budeme hovofit jen
o stfedni hodnoté, vSechna tvrzeni ovSem plaii 1 pro primér v koneéném zakladni

souboru. Jiz vime, Ze aritmeticky prumér je vybérovym protéj§kem stfedni hodnot

Stfedni hodnota je konstanta, o které predpokladime, Ze je neznamd. Aritmeticky

primér hodnot v nahodném vybéru je ndhodna veligina, nebot’ jeho hodnota zivisi na
konkrétnich pozorovénich v ndhodném vybéru. MiZeme oviem uréit stiedni hodnotu:

Statistika v ekonomii 121

atlrltmetické_ho priimeéru, kterd na hodnotéch nahodného vybéru jiZ nezavisi. Pouzijeme-
li vlastnosti stfedni hodnoty probrané ve druhé kapitole této knihy a stejné rozdélen
viech velid¢in v ndhodném vybéru, dostdvame
E(X)=E(X).

S’tfedm’ hc.)dr}ota X Je tedy rovna odhadované charakteristice bez ohledu na to, Ze ne-
vime, kolik jeji hodnota je. P¥i opakovanych ndhodnych vybérech tedy hodno,ta arit-
metického priiméru kolfsd kolem stiedni hodnoty rozdéleni, jak je ukdzano na obrazky
3.1 ]?ylo generovano 100 nahodnych vybéra o rozsahu 7 = 20 2 normalniho rozdélem’.
se strec_im’ hodnotou 4 a smé&rodatnou odchylkon 1. Na obrazku 3.1 Jsou znazornény
arlt}ngtlcké primery uréené z jednotlivych ndhodnych vybérii a je patrné, ze skutetns
kolisaji kolem stiedni hodnoty rozd&leni 4. Primérna hodnota Vypoéten;'/ch proméri
na obrazku je 4,032 a smérodatna odchylka je rovna 0,224.

48 -
46 o e
4}4 -
o
E42
4 -
228 -
= 3,6
&
3,4 -
3,2 A
3

0
pofadindhodného vbéry

Obr. 3.1 Aritmeticky primér v opakovanych ndhodnych vybérech

Odhady, které maji tuto vlastnost, nazyvime nezkreslenymi (té nestrannymi

: gebo neyych;’flenymi). Tako_vé odhady nezndmou hodnotu charakteristiky systema-
. tl?ky ani vnenadl}od-lrlocup ant nepodhodnocuji, jejich hodnoty pti opakovini nahod-
- ncho vybéru kolisaji kolem odhadované hodnoty tak, jak jsme vid&li na obrazku 3.1,

Velikost tohoto kolisani popisuje chyba odhadu, &im odhad kolisa vice, tim je

Ehzba Véf:éi, a tf:dy (')vc!had je méné piesny. Ve druhé kapitole byla velikost kolisin{
. hodnot nahodné veli¢iny popisovéna rozptylem nebo smérodatmon odchylkou, tyto

rakteristiky tedy vyuzijeme i v tomto piipadg. Pro aritmeticky priimér dostdvame

(3.15)

Ze vztahu vyplyvd, e sm&rodatng odchylka aritmetického priméry jako bodového

- odhadu st¥edni hodnoty, tj.

JD(E) = [2D) (3.16)

1
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roste s rozptylem D(X) sledované ndhodné veliGiny X a klesa s rozsahem vybéru. Tento
vztah odpovida intuitivni pfedstavé, Ze &im v&ts{ je ndhodny vybér, tim vice mmformace
méme o stfednf hodnoté a tim presnéjsi tedy bude jeji bodovy odhad. Mira, uvedena
v (3.16), se nazyva smérodatna chyba odhadu. Bodové odhady doplfiyjeme touto
hodnotou, nebot’ teprve potom je bodovy odhad dobfe interpretovatelny.

V této chvili ji¥ mii¥eme odpovédét na otizkw, kterou jsme si poloZzili na konci

pikladu 3.1. Smérodatnd odchylka aritmetického priméru pro 5 osob je 12/ J5=54

apro 100 osob je 12/+/100 =12 . Smérodatna odchylka prvniho odhadu je pfiblizné
4.5 krat vét¥i neZ smérodatnd odchylka druhého, odhad sestrojeny na zdklad¢ vybéru
100 osob je tedy jen 4,5 krat presn&jdi, 1 kdyz mame k dispozici dvacetkrat vice pozoro-
vani. Smé&rodatna odchylka aritmetickych primé&ri zndzornénych na obrazku 3.1 je
rovna 1/4/20 =0,223 6 a je tém&f totoZna s ji% uvedenou vbérovou hodnotou 0,223 8.
Pokud cheeme odhadnout zékladni thm, nezkreslenym odhadem je velidina NX.
Smérodatna chyba tohoto odhadu je
= D(X
JD(NX)Y=N ( ). (3.17)
7
Tento postup mit¥eme pouzit také pro libovolny pocet jednotek N, kdy budeme
uvazovat napiiklad celkovou stfedni mzdu 10 pracovaikii (N = 10) nebo celkovou
stfedni spot¥ebu auta na 1500 km (15 stokilometrovych jizd, ¥ = 15).

Pokud je odhad zkresleny, nejsou rozptyl neho smérodatna odchylka odhadu vhod-

nou mirou pfesnosti odhadu, nebot’ nds zajima kolisani kolem odhadované charakteris

Mroor

tiky, nikoliv kolem stiedni hodnoty odhadu. V takovém pfipadé pouZivame stfedni -
tvercovou chybu odhadu, ktera je v pFipadé nezkresleného odhadu rovna rozptylu -

odhadu. Pro odhady, které jsou zkreslené, je rozptyl zvyden o penalizaci, kierd zohled
finje vzdilenost stfedni hodnoty odhadu a odhadované charakteristiky.

Dalii diileZitou vlastnosti, kterou od bodovych odbadd oéekdvame, je konzistence -
odhadu. Rekneme, Ze odhad je konzistentni, jestliZe se zvySujicim se rozsahem vybéru -
se odhad piiblizuje (konverguje) k odhadované hodnoté. Po¥adavek odrazi piedstavy,:.
Ye s vEtSim pottem pozorovani ziskdvime vice informace o nezniamé odhadované
charakteristice, a odhad by tedy mél byt blize odhadované hodnoté. Konvergence
odhadti jako nadhodnych veligin, pouzivana v tomto piipadé, se nazyva konvergence -
podle pravdépodobnosti. S touto konvergenci jsme se seznamili ve druhé kapitole,
v &4sti vénované limitnim vétam. Aritmeticky primér je konzistentnim odhadem-.

stfedni hodnoty pro libovolné rozdéleni, které ma koneény rozptyl a plati
X — E(X) podle pravd&podobnosti. :
Pokud si vybirame jeden odhad z nikolika nezkreslenych, konzistentnich odhadi

volime oby&ejné ten, ktery ma nejmensi rozptyl, a je tedy z uvazovanych odhadii nej-:
presndjsi. Lze si snadno pfedstavit, Ze pokud méme pevny rozsah nahodn¢ho vybéry,:

nelze sestrojit odhad s libovolng malou smérodatnou odchylkou {podrobnosti jsou uve

Statistika v ekonomii 123

dezly v Malj, 2013). P_ro konstrukei odhadu totiz mii¥eme Vyuzit pouze informaci ob-
sazenou Vdevltech, ta je ale pro pevny rozsah ndhodného vyb&ru dani a omezend.
Odvhad, jeh(?z rozp"tyl dosahlé]e minimalntho moZného rozptylu a Je tedy nejpresndjf
z t-ech, ‘kte{e zodalvlyc'sh dat miZeme sestrojit, nazveme vydatnym. Ji7 jsme uvedli, e
arlltmetllcky primer je pezkreslenﬁm a konzistentnim odhadem stfedni hodnoty. Pofiud

ma navic zkoumana nahodné veli¢ina X normalni rozdéleni, je i vydatnym odhadem
lVe vzvorci,ch (3.15)a (v3 .'1 '}i) jsme k nalezeni presnosti odhadu potfebovali znat roz-
Ety ro;delem D(X). Oby&ejné ale rozptyl ndhodné velidiny X nezndme, proto je tieba
V(;'o také odilaldnogtg. }zio?ptyl rozd¢leni ndhodné veliciny X bodove odhadujeme vybéro-

ymrozptyrem 5°, definovanym v (3.4). Tento odhad i y
Tl e ) ad Je nezkreslenym odhadem roz-
E(§%) = D(X). (3.18)
Tato vlastnost je davodem pro pouZiti koeficientu 14 ici

: € der n - 1) v definici vybérového
rozp:t_y}u misto pirozenéjsi volby 1/n. V piipads vétéich vybéri nenf velky rozdil mezi
po_uz1t1mj10dnoty 1/(n =1} a 1/n, pro malé vybéry, ale rozdil mize byt patrny. Pro
n =75 zpiikladu 3.1 dostdvame koeficienty 0,25 a 0,2. Odhad §° je také konzistentni.
Pokud bychom chtéli odhadnout smérodatnou odchylku /D(X}, pouzijeme vybéro-

vou smérodatnou odchylku § =+/52 . Tento odhad JiZ nenf nezkresleny, jeho stfedni

- hodnota ale konverguje k odhadované charakteristice s rostoucim rozsahem vybéru

(pro n jdouct k nekoneénu, neboli pro # > o). Takovym odhadtm Hkame asympto-
ticky nezkreslené. Nyni miZeme odhadnout také smérodatnou chybu aritmetického

priméru z (3.16) jako S/+/n a smérodatnou chybu odhadu populagniho thrnu z (3.17)

- jako NS/Jn.

Nyni ukaZeme jinou moznost, jak odhadnout stfedni hodnotu. Budeme pfedpokla-

dat,’ Ze zkoumana nahodna veliina ma normalni rozdéleni, pozdgji predpoklad rozdg-
leni c_)dstranime v piipadé velkého rozsahu ndhodného vybéru. Misto bodového odha-
du a jeho pfesnosti sestrojime interval, ktery bude nezndmou hodnotn obsahavat s fe-
devm cflanou vysokou pravdépodobnosti. Budeme hovofit o intervalovém oth:;du
stfedn{ hvodnoty nebo také o intervalu spolehlivosti pro stfedni hodnotu. Vzhledem
“ktomu, e mdme k dispozici jen omezenou informaci o odhadovand cha;rakteristice

L] a;

Zvolfme pravdépodobnost 1 — o pro néjake 0 < e < 1, kterou nazveme koeficient

: Sptv).lehlivosti, nékdy t€Z jednoduse spolehlivost intervalového odhady a budeme ho-
- Vofit o 10(?(] — a)% intervalu spolehlivosti. Je ziejmé, ze mame snal:lu konstruovat
lltlter‘:’alm're, Odhfildy s velkou spolehlivosti, a tedy volit 1 - a blizké jedné. Na druhé
8 rané uvidime, Ze odhady s velkou spolehlivosti mohou byt velmi iroké a mohou mit

v v
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v tisicich korun ve firmé. Jako kompromis mezi spolehlivosti a §fikou intervalii spo-
lehlivosti volime hodnotu « mezi 0,1 a 0,01. PouZivime tak 90% a¥ 99% intervaly
spolehlivosti, nejéastéji se setkame s 95% intervalem spolehlivosti. Meze intervald
jsou statistiky uréené z nahodného vybéru, jedn4 se tedy o nahodné veli¢iny a vysledns
intervaly nazveme ndhodnymi intervaly. V matematické statistice pouZivame bud’
oboustranné intervaly spolehlivosti, ve kterych hledame doln{ i horni mez intervalu
spolehlivosti, nebo intervaly jednostranné, kdy nés zajima bud’ jen horni mez (hovo-
fime o pravostranném intervalu spolehlivosti), nebo jen dolni mez pro odhadovanou
charakteristiku. V takovém piipadé se jedna o levostranny interval spolehlivosti.
Postup konstrukce a dal’i pojmy spojené s intervaly spolehlivosti uki¥eme na pii-
kladu intervalu spolehlivosti pro nezndmou stfedni hodnotu £(X) normélniho rozdleni
se znamym rozptylem. Pro normalni rozdéleni s parametry ua o plati E(X) = z, a tedy
se soucasné jedna o konstrukei intervalového odhadu pro tento parametr. JiZ vime, Ze
bodovym odhadem y je primér X (piSeme =) a smérodatnd chyba tohoto od-

hadu je podle (3.16) rovna o/v/n. Pak oboustrannym 100(1 - @)% intervalem spo-

lehlivosti pro parametr xnormalniho rozd&leni budeme nazgvat interval (i, f4z) s né- -
hodnymi mezemi up a ux. Tyto meze jsou konstruovéany na zakladé ndhodného vybéru

tak, aby platilo, Ze interval s danou spolehlivosti obsahuje hledanou charakteristiku,
tedy

Plap < u< i) =1~ (3.19)

Takovych intervalit bychom ale mohli sestrojit velké mnoZstvi. Budeme tedy navic
piedpokladat, Ze interval (up, z4) byl sestrojen tak, Ze plati

Plu<ip)= a2 a Pluy<p)=al. (3.20)
Pokud je skutetnd stfedni hodnota mensi nez s, sestrojeny interval spolehlivosti
stfedni hodnotu precenil. Pokud je skutecnd stfedni hodnota vétsi nez 1y, interval spo-

lehlivosti stfedni hodnotu podcenil. Pravd&podobnosti takovych chybnych rozhodnuti
jsou podle (3.20) rovny /2. :

Intervaly spolehlivosti konstruujeme pomoci bodového odhadu (ve sledovaném

piipadé X) a déle n&jaké statistiky se zndmym pravdépodobnostnim rozd&lenim, ob-
sahujici tento odhad a hledany parametr. Touto statistikou je
Jn(X -
U:—(—-fi), (3.21)
o

ktera ma normované normalni rozdéleni N0, 1). Podle definice kvantild miizeme psat
{na obrazku 3.2 je zvoleno a = 0,05, 1y g5 = —1,96 a 14,975 = 1,96)

(X - p)

U =10
o

P{ww2 <
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Obr. 3.2 Konstrukee intervalového odhady stiedni hodnoty

Ze symetrie normalniho rozdéleni

piepsat jako plyne, 7e u,,= u; _,. Proto miFeme (3.22)

V(X - p)

a

P[¥ul-a/2 <

< ”1::;:2} =l-a.

Nyni budeme upravovat nerovnice uvnitf & i
! ; pravd€podobnosti tak, abychom dostali
(3.19). Po jednoduchych algebraickych dpravéch dostaneme ¢ oo ver

o o —
P(Xgulm’l 7; <H <X+u1,a,/2 %] =i-ea.
#

Hledanym intervalovym odhadem (p, i) stfedni hodnoty 4 je tedy interval

— o _ o
(X T hean Ji Xt g 7—;] (3.23)

Takto budeme v dal§im textu intervaly spolehlivosti zapisovat, Krajni body intervalu

Jsou opravdu nahodné veli¢iny, kieré zaviseji na aritmetickém primeéru ve vybéry ¥
k!:ery Je nahodpou veli¢inou na zndmych hodnotdch o, nazvolené hodnoté  prostred-
metvim kvantilu u,_,. Interval (3.23) Ize také zapsat ve tvaru

. 1;/vsmmeme 81, Ze Sifka oboustranného intervalu spolehlivosti zavisi na smérodatngé

m}f Ve‘odhadu stfedni hodnoty o/v/n. Cim je interval spolehlivosti $tr3, tim poskytuje
g C s gt < :

ne mformace o odhadované stiedni hodnotg, a tedy je méng presny. Proto se $ifce
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intervalovych odhadi budeme v daldfm textu vénovat. Uvidime, Ze velmi spolehlivé
intervaly s koeficientem spolehlivosti blizkym jedné budou méné piesné, nebot’ budou
piilis §iroké a naopak. Jiz zmindné bézné pouZivané hodnoty koeficientu spolehlivosti
v intervalu 0,9-0,99 (pro 0,01 < & < 0,1} by mély pfiblizng zajistovat rovnovahu mezi
spolehlivosti a §ifkou intervalového odhadu.

Uved'me jeits Setnostni viznam intervalu spolehlivosti, ktery ndm pomiZe sprav-
n& intervaly spolehlivosti interpretovat. Piedstavme si, Ze sestrojime intervaly spo-
lehlivosti pro uréitou charakteristiku na zéklad€ velkého poctu nezavislych vybéri
o rozsahu n z daného rozdéleni. Potom bude piiblizng 100(1 — &) takovych intervald
obsahovat skutetnou hodnotu charakteristiky a zbytek tuto hodnotu obsahovat nebude.
Na obrazku 3.3 jsou znizornény 95% intervaly spolehlivosti pro g = 4 v rozdéleni
N(4,1) sestrojené pro prvnich 50 ndhodnych vybérd pouzitych na obrazku 3.1. Cérko-
van& jsou zndzomény intervaly spolehlivosti, které odhadovanou hodnotu nepiekry-
vaji. V tomto piipadg jsou to 4 z 50 (ifi intervaly piecefiuji, jeden podceiiuje hodno-
tu 4), coz je 8 % sestrojenych intervalii. S rostoucim poctem opakovani ndhodného
vybéru by se toto procento piiblizovalo hodnoté 5 %e. Viimnéme si, Ze viechny inter-

valy jsou stejng &iroké ( 2z 475/+20 = 0,877), vypoctene aritmetické priméry jsou ve
sttedu intervalil a pokud interval spolehlivosti hodnotu &tyfi obsahuje, mize byt tato
hodnota také na samém kraji intervalu.

—— - -

20
potfadi ndhodného vybéru

Oby. 3.3 Opakované generované nezavislé vybeéry

Levostrannym intervalem spolehlivosti pro parametr x budeme rozumét interval
s nahodnon mezi £, ve tvaru (g, ), pro kiery plati

P(ﬂp<ﬂ):l_a'
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Staflrstlkéj Hp je 100(1 — q)% dolni mez pro 4. Odvedit hodnotu 14, 1ze obdobné jako
v prlpeide ol?oustranneho intervalu. V tomto ptipadé ale neni mozné odhadovanou hod-
notu precenit, proto pravdépodobnost & neni tieba rozdélit na dvé &4sti. Z nerovnice

Jr(X -
P(M <u_, J =1 a (3.26)

o

dostaneme algebraickymi Gpravami uvaitt zévorky
Pl X— o =]
[ u,_, N < /,z] l-ea. (3.27)

Dolni mezi Epro Hjetedy X fuffa,cr/\/f; a levostranny interval spolehlivosti pro tento
parametr miizeme zapsat jako

= o
(X e ooJ_ (3.28)

Obdobné 100(1 — @)% pravostranny i Ivosti
, y mterval spolehlivosti pro parametr -
nosti P(z1< t4) = 1 — g ma tvar PO prramet s vias

= g
—00, + -
[ Feu, 7 J (3.29)
a 100(1 — @)% horni mez pro zje rovna ¥ +u,_ oln.

- Priklad 3.2

Test ftud,ljnif:h predpokladi je konstruovén tak, aby vysledky studenti mély normalni
rozdele?l. Predpokladejme dale, 7e ze zkuSenosti Jje znamo, 7e Variabilite}: gngkti
St’udentu Vv lestu, popsana smérodatnou odchylkou, je 15 bOdl;l. Pro 25 néhodrg eb

nth studentii stfednich odbornych gkol byl uréen prim&my vysledek 77 Vgoé?&
Najdeme 95% oboustranny interval spolehlivosti pro stfedni vysledek testu o
denty odbornych stiednich $kol. e s

Refeni

. Pouzijeme-li vzorec (3.23), dostaneme meze hledaného intervalu (4o, pg) ve tvaru

(Ul-o,om = Upors = 1,96)

15

— [¢3 |
(x—ul__a,z%, Tty | = 77-196. - 77 +1.96. = ;
s T 96— 96 7= |=(7112;8288)

~ Bodovym odhadem neznamé st¥edni hodnoty je 77 bodti, 15/+/25 =3 body je jeho

zr(iff[r’ogatné chyba.vSesEfgjeny interval neznamou hodnotu obsahuje s pravdépodob-
g 1 .95, ne.bo Presnéji f.pravdépodobnosti 0,95 piekryva skutetny stfedni podet
bodu, pokud interval poloZime na mnoZinu viech moZnych hodnot z (0; 100). Spo-
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lehlivost {95%) sestrojeného intervalu si miZeme piedstavit tak, ze v piipadé velkého
podtu opakovani vybéru 25 studentl v priméru 95 % sestrojenych intervalii bude

obsahovat neznamou hodnotu 2 5 % tuto hodnotu obsahovat nebude.
[ |

Nynf se opét zabyvejme vztahem mezi spolehlivosti a pfesnosti intervalového
odhadu. JiZ vime, Ze spolehlivost odhadu zpravidla volime. Uvazujeme-li oboustranny
interval podle (3.24), je jeho 8itka, kterd charakterizuje pfesnost intervalového odhadu,
rovna

2A=2 a2 (3.30)

g
Vzhledem k tomu, Ze parametr & je pevny, snadno vidime, Ze pro zvoleny koeficient
spolehlivosti §itka intervalu klesd s rostoucim rozsahem vybéru, nebot’ Jn je ve jme-

novateli zlomku. Na druhou stranu pro dany rozsah vybéru » §ifka intervalu roste
(a pfesnost klesa) s rostoucim koeficientem spolehlivosti a jeho Sitka klesa (a pfesnost
roste), zmensuje-H se koeficient spolehlivosti. Zvolime-li pro pevny rozsah vyberu

piilis vysoky koeficient spolehlivosti, interval mize byt velmi Siroky, a tedy nepfesny.

Pokud je hodnota 4 dana pted provedenim nédhodného vybéru, pak udava poza-
dovanou piesnost budouciho odhadu a nazyva se piipustna chyba. Znime-li hodnotu
rozptylu ¢ a mdme pfedepsanou piipustnou chybu, miZeme urCit potfebny pocet
pozorovani k dosaZeni dané piesnosti intervalu pro zvoleny koeficient spolehlivosti
intervalového odhadu. Z rovnice (3.30) dostaneme nerovnici

A= u]*ﬂ!/ZO-

n

2

jejimZ fefenim je minimalni potfebny rozsah vybéru n ve tvaru

A

2 .
n> [El—zf?—"') . (3.31)

7 nerovnice (3.31) je ziejmé, Ze &im je mensi pifpustna chyba, tim vice pozorovani je

tfeba ziskat pro dosaZeni této pfesnosti odhadu pii zvolené spolehlivosti. Je tedy moZné:

interval spolehlivosti udélat libovolng piesny, pro takovy piipad ale maZe byt potiebny.

poéet pozorovani nedosaZitelny. Pfi praktickém pouziti tedy vZdy musime mit na pa~

méti nejen pozadovanou presnost budoucich tsudkd, ale také finan¢ni, technicke, ¢a-
sové nebo etické limity ziskavani ndhodnych vybér.

Ptiklad 3.3

Je znamo, Ze stiedni doba Zivotnosti vyrobku je 5000 hodin a smérodatnd odchylka j'é_.-

rovna 200 hodin; budeme pfedpoklidat pfiblizn& norméln{ rozd&leni této doby. Pred-

pokladejme, Ze zména vyrobniho postupu prodlouZi Zivotnost, ale variabilitu neovliv-
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ni. &\Tajdeme pocet V)'/I'O.bkfl,. jejichz Zivotnost je tfeba proettit, aby piipustnd chyba
95 % intervalu spolehlivosti pro stfedni dobu Fivotnosti byla maximélné 50 hodin.

Jinak feceno najdeme rozsah ndhodného vibe febny §itka 1
-Ceno vybéru pottebny k tomu, aby §
spolehlivosti byla maximalng 100 hodin. ¢ Y Sk fntervalu

Reseni

Podle ptedpokiadu zname variabilitu ¢ = 2007, Ze vzor ini
lle pi . ce (3.31) dost: Alni
potiebny rozsah ndhodného vybéru ve tvaru 31 dostaneme minimilnd

2 2
. [ u“mo-] _ ( 196-200" o
A 50

po zz%okvrouhler.li. (nahoru) by bylo tfeba mit aspoil 62 pozorovani k dosaZeni prede-
psane piesnosti intervalového odhadu. '

[
v Pfedchozim textu byly sestrojeny intervaly spolehlivosti pro stfednf hodnotu nor-
m’a-l_nih? rf)zdéh_am’ za predpokladu, Ze je znam rozptyl rozd&leni. Takov4 situace jeale
vyjimeéna a nej Castéi hleddme intervaly spolehlivosti v pfipad¢, kdy rozptyl normal-
mh{o rozdéleni znidm neni. V takovém pripadé miZeme smérodatnou odchylku rozdé-
leni, kterou potfebujeme pro konstrukei intervalového odhadu, odhadnout vybérovou

s_mérodatnou odchylkou 8. Pro konstrukei interval spolehlivosti pak pouZivame kvan-
tily z» Studentova rozdéleni s n — 1 stupni volnosti.

Obdobnym zpisobem jako vyse ziskdme intervaly spolehlivosti (Mald, 2013)
- S o hY
[X - tl—a:& _\]—};7 A+ tI—a/Z \/—E']: (332)

[—oo, X+t —S—J a (X——l‘l_a i, 00}-

Ja G
) -,S rostgltcinl rozsahem ndhodného vybé&ru se kvantily Studentova rozdélen{ pribli-
auji kvantilim normovaného normalniho rozdsleni. Pokud pouzivime pouze tabulky
Studeptova rozdeleni, od 30 stupiid volnosti nahradime kvantil Studentova rozdé&leni
kvantilem normovaného normalniho rozdéleni. V pifpadé pouZiti softwaru se doporu-

Cuje pouzivat kvantily Studentova rozd&leni i pro na $ whe : -
0 nahodné vyhs 5 tHiceti
pozorovanich. p Vybery o vice nez tficeti

- Sestrojeny interval mé opét ve svém stfedu hodn : Y aj
- otu bodového odhadu ¥
X % A Jeho §itka 24 je rovna Y e

S
- Narozdil od intervalu spolehlivosti v p¥ipadé znamé j
od inte pfipad€ znamého rozptylu je ndhodnou velidi-
nou, protoze zavisi na ndhodné veliging §. puiL) velie
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Piiklad 3.4

UvaZujme zafizeni, které zhotovuje baligky cukru. Budeme piedpokladat, Ze hmotnost
balitku ma normélni rozdéleni. P¥i kontrole mnoZstvi obsahu bylo nahodné vybréno

a zvaZeno 20 balitkt a byla zji§téna priméma hmotnost 0,977 kg a vybérovi sméro-
datn odchylka 0,015 kg, Najdeme 95% oboustranny interval spolehlivosti pro stiedni

hmotnost balitku a dale pro tuto charakteristiku najdeme 95% dolni mez. TotéZ udeé-

lame pro piipad, ve kterém stejné statistiky byly urfeny z hmotnosti 80 nahodng vvbra-

nych balicka.

Reseni
Podle (3.32) dostavame oboustranny interval (f975(19) = 2,093)

[0,977 —-2,093 -@E, 0,977 +2,093- &0_12) =(0,970; 0,984),
20

J20
a dolni mez (#,45(19) = 1,729)

0,977 -1,729- 0015 09712,

J20

Oboustranny interval spolehlivosti pro stfedni hodnotu balitku (v kilogramech) je tedy :

(0,970; 0,984) ase spolehlivosti 95 % tento interval obsahuje neznamou stfedni hmot
nost balitku. Na zdklads nalezené dolni meze miizeme Fici, Ze se spolehlivost{ 95 % j
nezn4dmd stredni hmotnost balicku vét$i nez hodnota 0,971 kg.

Jest& najdeme intervaly spolehlivosti pro n = 80. V tomto piipadé jiz pouZijem
Ievantil normovaného normélniho rozd&leni ug 475 = 1,96 2 dostavame interval spolehli
vosti pro stfedni hodnotu ve tvaru

(0,977 -1,96- ~0—ﬁ—1§, 0,977 +1,96- wj = (0,974; 0,980),

80 /80
a dolni mez (u0,95 = 1,645)
0,977-1,645- 0,015 =0,974 2.

80

Véimnéme si, Ze pro vii potet pozorovani je oboustranny interval spolehlivosti pro’.
sttedni hmotnost uz§i a dolni mez je v&tii, ob& hodnoty jsou blizi{ bodovému odhadu:
stiedni hmotnosti balitku 977 gramtl. Uvedli jsme, Ze pro normalni rozdéleni je stiedn
hodnota £(X) rovna parametru g normalniho rozd#leni. Tato rovnost plati pro ¢iselné.
bodnoty; rozdil je v tom, Ze stiedni hmotnost balitku udavame v kilogramech nebo:
gramech, a viechny parametry pravdépodobnostnich rozdélent, tedy i 4, jsou bezro
mérna Cisla. :
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. Nym vsestr(?jime interval spolehlivosti pro rozptyl normélniho rozdéleni. Tento
mter:fal JiZ neni typu (3.24), protoZe pro jeho konstrukei nemitzeme vyuzit Syﬁeﬁické
rozdéleni jako jsou normélni nebo Studentovo rozd€leni. Vychazime ze statistiky
_[(n ~ 1)8%)/ &, ktera ma rozd&leni 3% s n — 1 stupni volnosti (viz druha kapitola). Pouzi-
jeme kvantil x3 tohoto rozdéleni a oboustranny interval spolehlivosti pro rozptyl roz-
déleni ma pak tvar

[(n ~DS? (n—1)S? }
: (3.33)

2 2 2
Hiarm Ko

th rozdil od intervali pro parametr 4 tento interval jiz neni symetricky kolem bodo-
vého odhadu rozptyhu $%, nicméné tuto hodnotu vzdy obsahuje. Navic je tieba v tabul-

Kich . . ot
cach nebo v softwaru najit dva kvantily z* rozd&leni — jeden dolni kvantil 32 pn=1)

a jeden horni kvantil y{ ,(z—1). Slova dolni a horni se vztahuji k velikosti pravd-
podobnosti, pro kterou kvantil hledame.

Casto nas misto rozptylu o zajima smé&rodatna odchylka ¢ Z nerovnosti
n—1)5? -1)s*
(DS (-DS
Zl—-rxfz Zaf‘z

muzeme po odmocnénf dostat oboustranny interval spolehlivosti pro ove tvaru

(n—=1)S?  |j(n-1)8?
Z]aafz ’ 2,’52;/2 ' (3.34)

JeSte sestrojime jednostranné intervaly pro rozptyl norméalniho rozdé&leni. Viim-

:..;_ zgme 81, Ze Jedl?ostranné intervaly' milzeme dostat tak, ze pouZijeme odpovidajici mez
: 4{ doustrann'eho 1r12tervalu, musime jen zménit pravdépodobnost v kvantilu — pouZijeme
tedy kvantily z7 (n—1) a x2(n-1). Potom pro rozptyl rozd&leni ¢® dostaneme

- 100(1 — @)% dolni mez pro rozptyl rozd&leni ve tvaru

(DA
lema'

_aobdobné 100(1 — )% horni mez

(n—1)5?
o

UV Foaor _ . w O v r r r s ~r .
azime-li, Ze rozpty! nemiize byt zaporny, vyjadiime jednostranné intervaly ve tvaru

{(n )ik ’m) . (05 (n_l)sz}
Zi—a’ Zﬁ
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Pro smérodatnou odchylkn ojsou dolni a hormi mez po fadé

\/(n—]_)Sz R \/@—1)52
le—a: Zi .

Odpovidajici jednostranné intervaly spolehlivosti pro smérodatnou odehylku maji tvar

)
Zl—a ch
Piiklad 3.5

Vratme se k prikladu 3.4. Sestrojime 95% interval spolehlivosti pro smérodatnon od
chylku hmotnosti bali¢lau.

Reseni

Podle zadani pfikladu je # =20 a vybérova smérodatna odchylka je rovna 0,015 kg,

a tedy s*= 0,015?= 0,000 225. PouZijeme-li ddle vzoree (3.34),jen—1=20—1=19
o= 0,05, 25as(19)=8,907 a #74,5(19)=32,852. Potom hledany interval spolchli

vostl dostaneme ve tvaru

(20-1)-0,000225  [(20-1)-0,000 225
32,852 ’ 8,907

Viimnéme si, e bodovy odhad smérodatné odchylky 0,015 kg leZi uvniti sestrojeného -
intervalu spolehlivosti, neni ale v jeho stfedu, je bliZe delni nez horni hranici intervalu

} =(0,012; 0,022).

Do této chvile jsme predpokladali, ze sledovand ndhodnd veli¢ina X ma normalni
rozdgleni. Casto se ale setkavame s ulohou sestrojit interval spolehlivosti pro stfedn
hodnotu E(X) n&akého obecného rozdéleni.

7 druh¢ kapitoly této knihy jiz vime, Ze pro velky rozsah vybéru plati centrani
limitni véta Lindebergova-Lévyho a aritmeticky praimér X pozorovani v nahodném
vybéru ma piiblizné rozdéleni N(£(X), D{X)/n). Aritmeticky primeér je dile konzistent-
nim a nezkreslenym odhadem stfedni hodnoty. Pro smérodatnou odchylku odhadu pla:
ti (3.16) a pokud rozptyl ndhodné veli¢iny neznéme, pouZijeme bodovy odhad S//n:

Pfedpokladejme tedy, ze pravdépodobnostni rozdéleni ndhodné velic¢iny X ma ko:
necny rozptyl a rozsah vybéru je dostateéné velky, abychom mohli pouZit centralni
limitod vétu. Pro velké rozsahy vybéru ptiblizné plati

_ 52 - 5
Pl X~ ypy— <EX)<X+u_,, =l-a.
n 1

- strukei intervalu spolehlivosti, JS0U uym
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Oboustranny (asymptoticky) interval spolehlivosti pro £(Y) dostaneme ve tvary
- s - S
X—u_,, 7—;: Xt ., \7‘;)

Jednostranné intervaly maji tvar

- N
(X*ul_q E, oo) a (
Priklad 3.6

Pro 50 néhodné vybranych ki 3 ji
4 © pracovnikd velké firmy byla zjisténa priimérns
29 500 K¢ a smérodatna odchylka 2500 K¢, Odhadneme bodove stfegni mzdtii V?%CE

mé, najdeme 95% oboustranny interval spolehlivosti fedni 4
Q0T e 1o e S D vostl pro stfedni mzdu a dale 95%,

Reseni

Bodovym odhadem stiedni mzd je statistika 7= &, 5

odbadneme ok V] Istka x =29 500 K¢, jeho smérodatnou chybu
s 2500

=== =354 K&
Jn 50 ¢

Pro 95% interval spolehlivosti Je a= 0,05 Proto kvantily, kterd pouzijeme pro kon-

i _ = 0975 = 1,96 (pro oboustranny interval
Ura=tops = 1,645 (pro Jednostranny interval). Potom dostavame > mena
- 5 s
X—t i 3_;, Xtu ,, EJ =(29500-1,96-354, 29 500+1,96-354),
tedy 28 806 a2 30 194 korun.

Hleddme 95% dolnf mez pro sttedni mzdu ve firmg

Ry
¥ty = =29 500-1,645-354 = 28 918 (K9),

»

anu. Bodovym odhadem
skytu zkoumaného jevuv posloupnosti # nezavis

=P
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Z vysledkil druhé kapitoly plyne, Ze pro statistiku P plati

E(P)=rx a D(P)—ir(l—;@. (3.35)

Odhad P je nezkreslenym, konzistentnim a vydatnym odhadem pravdépodobnosti 7
a sméredatnd chyba odhadu je rovna

_ [=(—7m)
JD(P) = -

Vzhledem k tomu, Ze pravddpodobnost 7 nezname, k odhadu smérodatné chyby pou-
Zijeme statistiku

[Pa=F) (3.36)
]

Jeidte doplnime intervaly spolehlivosti pro pravdépodobnogt . Bvlrldeme Il)fe’dpolfla-’
dat, 7e rozsah vybéru je dostate¢né velky na to, abychom mohli po_um’t centralni ]JII’H?HI
vét:u Moivreovu-Laplaceovu (Marek, 2012), a hledany asymptoticky oboustranny in-

terval spolehlivosti (7, my) zapiSeme ve tvaru

[P(i- [PO-P __
[‘P—u]au ']%‘flp*”l—a/z Ln——)} (3.37)

nebo také jako

P(1-P ;
Ptu_, /(—n—) (3.38).

Parametr 7 alternativniho rozdéleni mbZe nabyvat pouze hodnot z intervalu (0;1 .

proto jednostranné intervaly budou mit tvar

(o Pou /M} [ Mq
’ b n 7]

0 0.4 0.8 0.8

Obr. 3.4 Intervaly spolehlivosti pro parametr =
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Na obrdzku 3.4 je pro rozsahy vybéri 100, 200, 500 a 1000 znizornna zavislost
Sitky oboustranného intervalu spolehlivosti na rozsahu vybéru a hodnoté bodového
odhadu P. Nejsir§i interval spolehlivosti je pfi pevném rozsahu vybéru pro P = 0,5
a jeho $itka kiesd se vzdalenosti odhadu P od hodnoty 0,5 stejné na obé strany. Vime,
Ze interval spolehlivosti se zkracuje s rozsahem vybdru a s kilesajici spolehlivosti.

Casto je cilem analyzy odhadnout absolutni &etnost jednotek se zkoumanou vlast-
nosti v zakladnim souboru N7z, kde N je rozsah zakladni populace. MiiZeme se napii-
klad ptat na podet voli¢t konkrétni strany misto na pravd&podobnost, Je voli¢ bude
volit tuto stranu, nebo na podet domacnost{ vychovavajicich aspon jedno dité v daném
regionu misto pravdépodobnosti, Ze ve vybrané domdcnosti budou vyristat déti. Podet
jednotek zakladni populace N obydejng zname, proto populaéni thm Nz mieme
odhadnout statistikou NP. Viimnéme si, ¥e hodnota této statistiky nemusi byt (a témé&f
nikdy neni) celé &islo. Z vlastnosti rozptylu dostdvime také smérodatnou chybu tohoto
odhadu ve tvaru (spoledné s Jejfm odhadem, nebot’ parametr 7 nezname)

N M, resp. N M
R V n

Tento postup ¢asto pouFivime i pro jiny pocet jednotek N, ne? je rozsah zakladniho
souboru (napiiklad chceme odhadnout stiedni pocet vyrobkil, které koupi N =20
potencialnich zikaznik( na zakladé fetfeni n = 399 zékaznik). Odhadovanému poctu
udalosti pak Fikdme vhrn. Z nahodného vybéru mame informaci o » statistickych
jednotkach, zajim4 nas viak situace pro N jinych (nepozorovanych) jednotek.

Oboustranny interval spolehlivosti v takovém ptipadé€ mé tvar (podle (3.37))

(NED,NﬁF,){NP_NM PP v /mﬂ}
n : n

dnostranné intervaly pak

(o, NP+ N /i@ﬂ} . (Npkm MN}
Al H

Priklad 3.7

edeni firmy, ktera md 3000 zaméstnanci, uvazuje o zavedeni nového benefity, Bylo
brédno 200 zaméstnancii, z nich, zéjem projevilo 80. Najdeme 95% oboustranny in-

terval spolehlivosti pro pravdépodobnost, Ze zaméstnanec bude mit o benefit zajem,
také pro stfedni poéet zam&stnanct firmy, ktet{ by méli o benefit z4jem.

Reseni
Bodovym odhadem pravdépodobnosti je relativni Setnost p = 80/200 = 0,4, smérodat-
04 chyba odhadu je rovna (0,4-0,6) /200 = 0,034 6. Bodovym odhadem podtu za-
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jemcil ve firmé je 40 procent z 3000, tedy 3000-0,4 = 120 osob. Smérodatné chyba
uhrnu je 3000-0,034 6 = 103,9 osob. Pro interval spolehlivosti dostivame

pru PP g a196 %4 %0 04400679,
' n 200

tedy neznamd pravdépodobnost je (se zvolenou spolehlivosti 95 %) prvkem intervalu ;

(0,332 1; 0,467 9). Stfedni poCet zdjemel o benefit je se spolehlivosti 0,95 prvkem
intervalu

(3000 - 0,332 1; 3000 - 0,467 9) = (996,3; 1403,7),
po zaokrouhleni na prirozena ¢isla dostaneme interval spolehlivosti pro stfedni potet
zdjemci (996; 1404). Viimnéme si, Ze pi nasobeni bodového odhadu tisici je tfeba
uvazovat bodovy odhad s dostatednou prfesnosti, proto byla zvolena &tyii desetinng

mista.
[

3.4 Testovani statistickych hypotéz
Nyni se budeme vénovat druhému zakladnimu postupu statistické indukce, a to testo-
vani statistickych hypotcz. Nejprve uvedeme zakladni vychodiska a zavedeme po-

tiebné pojmy, které jsou spoleéné pro viechny testy, se kterymi se miizeme ve statis-
ticke literatufe setkat. Testovani hypotéz je vieobecné pouzivanym postupem v ana-

lyze dat a dostupnost software umoziluje testovat hypotézy Sirokému spekiru uZiva-
tellt, Interpretace vysledki statistického testu ov¥em neni Giplné snadna, a proto bude:
uvodu do testovani hypotéz vénoviana ¢ast 3.4.1. Dale pfedstavime nékteré vybrané

statisticke testy.

3.4.1 Zaklady testovani hypotéz

Pri statistickém testovani hypotéz pracujeme s n&jakou hypotézou, kterd je formulo
vana obvykle nejprve slovné jako vyrok, teprve pak ji pfeformulujeme do matematic

kych symbolu, napfiklad do testu hypotézy o parametru nebo parametrech n&jakého!
pravdépodobnostniho rozdéleni. Statistické hypotézy odraZeji fefeny konlaétni pro-:

blém a vychdzeji z vyzkumnych hypotéz. Vysledky statistického testovani by mély
slouzit jako kvantitativni podklad pro rozhodovéni o vyzkumnych hypotézich, je prot

tfeba dobie rozliSovat pfipadnou vyznamnost statistickou (plynouci z testu statistické-_

hypotézy) a vyznamnost skuteénou nebo faktickou (plynouci z povahy fefeného pro

blému). Rozhodnuti o vyzkumné hypotéze je vidy tfeba u€init po zvéaZeni viech zna--

losti a informaci, ngjen vysledka statistického testu.
Pii testovani hypotéz miZe jit o hypotézu, Ze o novy produkt bude mit zjem aspo

20 % potencidlnich zdkazniki, nebo Ze stfedni doba do poruchy uréitého vyrobku bud; .
aspofi 3 roky. Pokud tyto hypotézy neplati, bude z4jem mensi nez 20 % zékaznikﬁj:

a doba Zivotnosti bude v priméru kratsi nez 3 roky. Platnost statistické hypotézy bu

deme posuzovat na zaklad€ nahodného vybéru a budeme se ptat, jestli pozorovanf od:

poruji nebo neodporuji zvolené hypotéze. V pripadé hypotézy o zdjmu o urlity vyro
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bek zfejmf? 30 zéjemed ze 100 dotdzanych hovoif pro platnost hypotézy, 10 zdjemcll
ze 100 dotazanych proti hypotéze. Ve druhém prikladu ziejmé priméms4 cfoba do poru-
chy 5 let, nglezené v ndhodném vybéru, hovoti pro plainost hypotézy prﬁmérnélzloba
2 1:01(3'/ pI'OPI hypotéze. Pfi testovanf hypotéz je treba stanovit, které I;Odnoty statistik
uréené z nzihlodného vyberu hovofi pro hypotézy a kters proti ni, V naich p¥ikladech
bvychomnmeih problém rozhodnout pfi 21 zajemeich o produkt ze 100 dotazanych nebo
tieba I?ru.memé d_oby do poruchy 2,9 roku. V pfipadé, Ze hodnoty v ndhodném vybéru
h}fpotevze odporuji, hypotézu zamitneme, v opaéném pfipadé ji nezamitneme a usou-
dime, ze pozorované hodnoty hypotéze neodporuji. Viimnéme si J1Z v této chvili, ze
hypotezu (bl{d.eme ji nazyvat nulovd hypotéza nebo testovans hypotéza) nepotvr,zu-
Jeme, tvrzent je slabdi. Rikime, ze data hypotéze neodporuji nebo také e nejsou
vrozporu s hypotézou. PH testy nulové hypotézy piedpoklidame, e plati, dokmdJ ne-

cky test neumoziije.
1?ostup te,:st’ovéni hypotéz ukazeme na vySe zmiéném pitkladu. Odvodime test
Eterry se nazyva test o parametru alternativniho rozddleni z V naSem piipadé nas za—’
jimé pravd€podobnost, Ze zdkaznik bude mit zajem o novy produkt Predpokiadejme
z<—::‘veder:1i firmy se rozhodlo uvést na trh novy produkt jen tehdy. pol;*ud onéj budé] Imt’
Zajem vice nez 20 % potencidlnich zakaznikd. Zvolime nulovoui hypotézu Hy ve tvaru

Ho: 7=10,2 (3.39)
a alternativni hypotézu H, (n&kdy jen alternativu) jako
Hi: 7> 02. (3.40)
Pokud by vedeni firmy zajimalo, jestli it zaj .
1 ) > Jestli o produkt bude mit zajem 20 % 4 st
zvolime alternativu, Je jich nebude 20 %, tedy ! o eilamis,
| Hi: ##0,2. (3.41)
t Altf:matlvm hypotéz:% (3.40) se nazyva iednostranni, hypotéza (3.41) je obou-
s ranni. Vl}odnou hypotézu a alternativu volime podle feSeného problému; viimnéme
81, z¢ znamenko rovnosti patif vidy do nulové hypotézy. ,
Pfi konstrukei testu zvolime testove kritéri g B
- oSt 0 rium (nékdy také fikdme testovou sta-
?Stﬂm')’ Jel}o; hodnoEu ’pocitéme z ndhodného vybéry, Viechny dosaZitelné hodnoty
estove statistiky rozdélime na dve disjunktni &4sti, obor prijeti V a kriticky obor .

: _V tomto textu budeme predpoklidat, Ze sjednoceni obou mnozin Va W vyéerpava

kritérium. Obecné tomu ale tak byt
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nativai hypotézu) a vedou k zamitnut{ nulové hypotézy. Pokud doslo k zamitnuti nu-
lové hypotézy, nazveme test statisticky vyznamnym. V opalném piipadé felkneme,
7e test je nevyznamny.

Vzhledem k tonmu, e se rozhodujeme na zéklad® ndhodného vyberu, a tedy jen
s omezenou informaci o zdkladnim souboru, miZe i spravné zvoleny a pouZity test
hypotézy vést k mylnému rozhodnuti. V tabulce 3.2 jsou znazornéna spravné a chybna
rozhodnuti, spojena s testovanim hypotéz. V Fadcich tabulky je uvedena (neznimd)

skutetnost a ve sloupcich pak rozhodnuti na zéikladg testu hypotézy. Na hlavnf dia-
gondle jsou spravna rozhodnuti, v prvnim fadku sprivné rozpoznani platné nuiové .

hypotézy a ve druhém Fadku spravné rozpoznani plané alternativni hypotézy. Na ve-

dlejsi diagonale v tabulce jsou $patnd rozhoduuti. Nespravné zamitnuti platné nuloveé
hypotézy (zamitneme nulovou hypotézu, 1 kdyz ve skuteénosti platf) nazyvame chyba -

prvnihe druhu. V tomto pfipadé také hovoiime o falesném zamitouti nulové hypo-

tézy. Jestlize naopak nulovou hypotézu nezamitneme, i kdyz ve skutecnosti neplati -
(nesprivné nezamitnuti nulové hypotézy), dopouitime se chyby druhého druhu. Zda
jsme se nékteré chyby dopustili, nevime, matematicka statistika ale umoziiuje urdit

aspofi pravd€podobnosti takovych chybnych rozhodnuti.

Tab. 3.2 Spravn4 a chybna rozhodnuti pfi testovéni bypotéz
zamitame Hy

skuteénost / rozhodnuti nezamitame Hg

Ho spravné rozhodnutf chyba 1. druhu

H, chyba 2. druhu spravné rozhodmuti

Jist® by bylo dobré, aby obé pravdépodobnosti obou vyse zmin&nych chybnych
rozhodnuti byly malé. BohuZel plati, Ze snizujeme-H pravd&podobnost jednoho $p
ného rozhodnuti, zvyiuje se pravdépodobnost druhého $patného rozhodnuti. Budeme
li konstruovat test tak, aby byla velmi mala pravd&podobnost, Ze zamitneme nulovou
hypotézu, i kdyZ ve skute¢nosti plati, zfejmé se nam mtize &astd]i stat, Ze piitéto opatr
nosti hezamitneme nulovou hypotézu, i kdyZ bychom jiz méli. Chybna rozhodnut

testu vzdy maji nasledky, proto je tfeba jim vénovat pozorost. V pFedchozi ¢4sti jsme. :
si vybirali odhady, které byly co nejpfesnéjsi. V piipadé testil hypotéz chceme mit testy .

takové, Ze pro pevnou pravdépodobnost chyby prvnibo druhu maji co nejmensi prav
d&podobnost chyby druhého druhu. Doplitkové pravdSpodobnost chyby druhého d

hu se nazyva sila testu a snazime se konstruovat a pouzivat testy, které maji co nejvets
silu. Znamena to, Ze pii volb& pravdépodobnosti chyby prvniho druhu test co nejiép

poznava platnost alternativni hypotezy.

Pravdépodobnost chyby prvniho druhu obycejné volime stejné jako jsme volill:

spolehlivost u intervalovych odhadd, a znacime ji o. Tuto pravdépodobnost nazyvam
také hladina vyznamnosti nebo hladina testu. Pravdépodobnost chyby druhého dru
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hu, které} odpovida zlvolenému testu, zvolené hlading vyznammnosti a nahodnému vybé-
ru, ktfjl'y mame lfdtspozwl, Je nuino vypoditat nebo aspoii odhadnout. Zkoumdnim
pravdépodobnosti chyby druhého druhu se potom zabyva analyza sily testu.

J ak Jsme jiz obj as:ni}i, rozhodnuti 0 obou hypotézach v teorii statistického testovani
hypotéz nejsou stejné silnd. Podle pfedchoziho textu volime jedno z nésledujicich roz-
hodnuti:

®* nezamitdme nulovou hypotézu na hlading vyznamnosti o,

= zamitime nulovou hypotézu na hlading vyznamnosti ¢, a to ve prospéch alter-

nativni hypotézy.
N,ulovo,u flypotéztlvtedy nepiijimame, ale pouze konstatujeme, Ze ji na zdklad& nahod-
n’eho Vybm:u nemiizeme zamitnout. MiiZeme také fici, Ze data neodporuji nulové hypo-
Feze;. I}(.c}yz tedy vie vztahujeme k nulové hypotéze, rozhodmuti o alternativni hypotéze
je silndjsi, 1v1eb0t’ nulovou hypotézu zamitdme ve prospéch platnosti aliernativni hypo-
i¢zy (tedy Ze plati alternativa),

Ke’ kons.trukci kritického oboru vyuZivime znamé pravdépodobnostni rozdéleni
testorveho kritéria a hleddme kvantily tohoto rozd&leni tak, aby pravdépodobnost chyby
Prvmhf) (flruhu byla rovna zvolenému . Tyto kvantily vymezuji kriticky obor, proto
Je nazyvame kritickymi hodnotami. Nékteré statistické tabulky obsahuji pfil*;lo kri-
tické hodnoty, které se pak hledaji podle zvolené hladiny vyznammosti. Zde ale bu-
d.em’e 1 nadale pii konstrukei a zépisu kritickych oboril pouzivat pouze kvantily. Kri-
ticky obor W,-pro ktery je pravdépodobnost chyby prvniho druhu «, budeme znagit
Wa, ?Flpovfdg}igi obor piijeti V.. Vyzna&ime tak hladinu v¥znamnosti, na které obé
Mmnoziny zavisejl. : ’

Ve statistickém softwaru je nejéast&ji pro rozhodnuti pouZivana p-hodnota. Tuto
p-hodnoty uréime jako pravdépodobnost, Ze za platnosti nulové hypotézy obdﬁime
hvo’dnptu testového kritéria ziskanou z nadhodného vybéru, nebo hodnotu jesté méné
priznivou nulové hypotéze. Je to také miniméalni hladina vyznamnosti pro kterou jesté
;anuta}nte nulovou hypotézs. Proto také misto pojmu p-hodnota nékd;/ pouZivame po-
Jem minimalni hladina vyznamnosti nebo dosaZena hladina v¥znamnosti. Posty
jak p-hodnotu vypo&itat, ukdzeme déle u konkrétnich testéi. P-hodnotu mﬁiem.e pouili)j
vat lf rozhodnuti o nulové hypotéze, nikoliv napfiklad na srovnavani vysledkl riznych
testli nebo statisticlkych modeli. P¥ rozhodmuti o hypotéze porovnavame p-hodnotz se
zvolenou hladinou vyznamnosti e, pokud plati:

® p-hodnota < &, zamitneme nulovou hypotézu ve prospéch aiternativy,

= p-hodnota > ¢, nulovou hypotézu nezamitneme.
NIZ%(& hodno’ta tedy hovofi pro alternativni hypotézu, vysoka hodnota pro nulovou hy-
potezn. Mezi, délici obé rozhodnuti, je zvolen hladina vyznamnosti ¢

Vratme se ktestu o parametru alternativniho tozd&leni s nulovou hypotézou

(3.39)ajed i : < .
'hypogéezl ; ednou z alternativ (3.40) a (3.41). Problém 1ze obecné zapsat jako test nulové
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Hop: 7= m (3.42)
roti oboustranné hypotéze
’ Hi: n# m, (3.43)

nebo proti nékieré ze dvou jednostiannych hypotéz
Hi:z<m a Hi 7> m. (3.44)

Pfedpokiadejme, Ze mame k dispozici ndhodny vybér o rozsahu . Polkud néhgdny:
vybér obsahuje pouze malé mnozstvi pozorovani, je tfeba pouzit néktery test, uréeny

pro malé nahodné vybéry. V tomto textu budeme dale pfedpokladat, Ze ndhodny vybér .

je dostatedné velky na to, aby platila centralnd limitni véta. V takovém pfipadé mizeme
test zaloZit na testovém kritériu

P :\/E(P—ﬂo) (3.45)
i \/er,,oafro) VAl )

¥l

které ma za platnosti nulové hypotézy (3.42) asymptoticky normované normalni roz-

déleni. Podle tabulky 3.3 zavisi kriticky obor na zvolené alterfnativni hypotéze. J?—h
alternativni hypotéza oboustranna, hovoii proti nulové hypoi:ezve’ hodnoty testového
kritéria bud’ velmi malé, nebo velké. Hodnoty blizké nule sv.edg} pro nulovou h)vfpo-
tézu, nebot’ plati-li nulova hypotéza, je relativai ¢etnost P pflbhzne_ ro?fna pra}fdepon
dobnosti 7, a tedy Citatel zlomku je maly. Pro jednostranné aI,ternat.lV’n% hypotézy ho-
voii vzdy jen ptili§ mal€, nebo jen pfilis velké hodnoty testového kritéria.

Tab. 3.3 Test o parametru z ve velkém ndhodném vybéru —
H, Testové kritérium Kriticky obor

Wo= {1; 4 < ~u1.q}
T My - o :
7> m U:M UzN(O, 1) Wy= {u; uz H]-a}

Vo (l=m) Wa={u; 4> tr.an}

TF

P-hodnotu pro jednotliveé alternativy v (3.43) a (3.44) lze uréit jako
n  g< m: p-hodnota = P(U < u) = H(u),
2 7> g p-hodnota = P(U>u) =1 — du),
= 7# m: p-hodnota = 2P(U7 > |u]) = 2(1 — &|u))).
Vsimnéme si, ze soucet p-hodnot pro obé jednostranné alternativy je roven jedné

a mensi z obou p-hodnot je rovna poloving p—h'odnoty’ pro obOIJVS:Lrannou alterna.tlvu_.-:
Proto zname-li p-hodnotu pro jednu z alternativ, umime dopocitat p-hodnoty i pﬁo..:
dalgi dvé alternativy. Této vlastnosti vyuzivaji nékter{,e 1mp1e{ne’ntacev y’softwarq. e
ale patrné, Ze uréeni spravné p-hodnoty, ktera odpovida konkrétni pouzité aitematlvm.

hypotéze, je tieba vénovat pozornost.
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Vratme se nyni k problému popsanému hypotézou (3.39) a jednostrannou alter-
nativou (3.40), Zvolime hladinu vyznamnosti ¢ = 0,05. Chyba prvniho druhu zname-
na, Ze test doporudi dat na trh produkt, ktery nebude dostatedng uspésny. Pravdépodob-
nost této chyby je tedy 0,05. Chyba druhého druhu v tomto piipad€ znamen4, e nepo-
zname platnost alternativy, a tedy firma nedd na trh produkt, ktery by mohl byt tisp&s-
ny. Predpokiddejme, Ze ze 160 dotizanych respondentd by zvéZilo koupi nového pro-
duktu 44 osob, coz je 100(44/160) = 27,5 % dotdzanych. Méame tedy posoudit, zda toto
procento, uréené z ndhodného vybsru, je JiZ (statisticky) vyznamng vétdi nes 20 %
v nulové hypotéze. Z (3.45) po dosazeni 7 = 0,2, n=1604ap= 0,275 dostaneme
_nlp-r,) N160(0,275-0,20)

=2,372.
(1= 7y) \0,2-0,8
Zvolili jsme hladinu vyznamnosti 0,05 a podle tabulky 3.3 je
Wo,os ={wuz ulu0,0S} = <u0,95 ,00) = <L 643; o).

Hodnota u = 2,372 testového kritéria je v kritickém oboru, a tedy na zdklad® ndhodné-

ho vybéru zamitneme hypotézu, e zdjemn ma 20 % zaméstnanc(, ve prospéch alterna-

tivy, Ze zdjem je v&t3. Stejny zavér udinime pomoci p-hodnoty. Z kritického oboru

plyne, Ze hodnoty testové statistiky jedtd méné ptiznivé nulové hypotéze neZ hodnota

2,372 jsou prvkem intervalu (2,372, ). Za platnosti nulové hypotézy ma testové krité-

rium normované normélni rozdéleni, proto je tieba urcit pravdépodobnost
PU=2,172)=1- &(2,372) = 0,009,

U

- p-hodnota je tedy rovna 0,009 a dostaneme stejné rozhodnuti, nebot

0,009 = p-hodnota < o= 0,05.

V pripadé oboustranné alternativy (3.41) sta&f jen nalézt novy kriticky obor. Podle
tabulky 3.3 dostavame

Woos =3[l 20 0510} = (_CD»"AH 0,052 ) - <”170,05/2 , )= (—OOS ~1,96) U (1,96;00)

S a plati z = 2,372 € Wyes. Proto 1 tuto alternativu zamitneme. Stejny vysledek bychom
. ziskali pomoci p-hednoty, nebot’ z vysiedki pro jednostrannou alternativa a uvahy za
- definici p-hodnoty dostivame

p-hodnota = 2.0,009 = 0,018 < 0,05.
Vliteratufe nebo ve vysledeich testi implementovanych v softwary se nékdy

. setkavame také s prezentaci vysledki testll pomoci hvézditek, vice hvézdidek ozna-

Cuje mensi p-hodnotu. Nejcast&jsf postup v matematické statistice je volit
* *  pro 0,01 < p-hodnota < 0,05,
* ¥* pro 0,001 < p-hodnota < 0,01,
* ¥R p-hodnota < 0,001

- Je-li test nevyznamny a nulové hypotéza neni zamitnuta, pouziva se zkratka NS {Non
Significant). V ptedchozfm piipadé bychom jednostranay test oznadili dvéma hvézdi¢-

ami (**) a oboustranny test jednou hvézditkou (*).
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Pfedchozi tvahy shrneme do nékolika krokd, které je tfeba pii testovani hypotéz
vzdy udelat. Kroky 1 az 4 jsou velmi ddlezité a i v pripadé pouZiti vypocetni techniky
jetieba je disledné provést. U implementovanych programi je tfeba navic zndt postup,
jak data zadat a jak spravneé piecist a interpretovat vysledky.

1. Formulace problému statistického testu na zékladé vyzkumné hypotézy,
nalezeni vhodného testu, volba nulové a alternativni hypotézy, volba hladiny
vyznamnosti testu.

. Vypocet hodnoty testového kritéria, stanovend pravdépodobnostniho rozdéleni
testového kritéria za platnosti milové hypotézy.

. Nalezenf kritické hodnoty (kritickych hodnot), sestrojeni kritického oboru nebo
urceni p-hodnoty.

4. Rozhodnuti o vysledku testu a interpretace vysledki.

V dal3im textu podrobné probereme nékteré nejcastéji pouzivané testy.

3.4.2 Testy o parametrech na ziakladé jednoho vybéru

Predpokladejme nyni, Ze ndhodny vybér pochdzi z normalniho rozdéleni Nz, 6°) a bu-

deme testovat hypotézu o stfedni hodnoté . Nulova hypotéza ma tvar

Ho: p2= i, (3.46) |
kde w0 je hypotetickd stfedni hodnota. Podle fe§eného problému miiZzeme volit bud

oboustrannou alternativu ve tvaru

Hi: p# 1, (3.47)..

nebo nékterou z jednostrannych alternativnich hypotéz

Hi: <o a Hi u> . (3.48)_"_:
Nejprve je tfeba, stejné jako v piipade konstrukce intervalu spolehlivosti, rozhod-:
nout, zda je nebo neni znima hodnota rozptylu o Piedpokladejme nejprve, Ze rozptyl :

rozdélen je znam. V takovém piipadé pouZijeme testovou statistiku

_ X
U= Jn,

Iterd ma za platnosti nulové hypotézy (3.46) normované normalni rozdéleni. Poku
rozptyl znam neni, pouZijeme stejnou statistiku jako pfi konstrukci intervalu spolehli

vosti pro sttedni hodnotu
-
r=Ss

kterd ma (podle druh¢ kapitoly) za platnosti nulové hypotézy rozdéleni #(n — 1). Pro
se tento test nazyva jednovybérovy #test. Pokud plati nulova hypotéza, budou hod
noty testové statistiky blizké nule, nebot’ v takovém piipads bude rozdil mezi X a o
maly. Hodnoty testové statistiky 7' vzdalené od nuly na obé strany (pro oboustrannou
alternativu g # t4) nebo na jednu stranu (malé hodnoty pro jednostrannou alternatiﬁi}l
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,ul < th peb::) velké, hodnoFy‘ pro alternativu 4> 1) budou svéddit spiSe o platnosti
a tema’ltlvm_hypotezy. Kritické obory tedy museji mit tvar zavisly na alternativni
hyp?teze a jsou sh{nuty v tabulce 3.4. Je$td urdime p-hodnoty pro jednotlivé alterna-
:113’;?11 l}yp?(tezy.l jT e-él 7 vypodtend hodnota testového kritéria a T ndhodnd velicina s roz-
clenim ## — 1), dostavime z definice p-hodnoty postupng (F ie dictribéns

Studentova rozdgleni 7) ¥ POStupne (£ Je distribuént funkoe

" K< p-hodnota = P(T < ) = F(n,

" H>mp-hodnota=P(T=4=1- F(a),

" HF o p-hodnota =2P(T= [f)y=2[1 — F().

Tab. 3.4 Test o stiedni hodnots normalniho rozdéleni
Hp | Hy

H= o M=ty

rozptyl > =

Testové kritérium Kriticky obor
Y Wa= {u; u < —up g}
o CJn U~NO D) | W= gy 1.0}
LE Wa={u; u = 100}
M=t M <t - Wa=1{z,
Y- o {f, Z‘S—f]ﬂ}
rozptyl g | T=2"8 [ r g D | Wa={t1> 44

neznimy S
HE o Wa={t; 1] > tra}

Priklad 3.8

;fedpol’dédejfne, v pﬁkladu 3.4 ma automat zhotovit kilogramové balitky cukr
29 nahoqne vybranych balickil byl zjistén prim&my obsah 0,977 kg a V}’fbéI‘OVEi

js.rilerodatna, odchylka 0,015 kg. PoloZime si otdzku, zda zji§téna priméma hmotnost

1z znamena, Ze stroj bali (ve stfedni hodnot®) méns nes i

R ) méné nez jeden kilogram. Budeme tedy

Ho: p2=1 proti alternativé H;: H<,

Pokud by nds zajimala otizka, zda ie stfedns
) Je stfednf hodnota rovna 1 { of
bychom alternativni hypotézu @ 1 kg nebo neni, zvolili

Hi g1,

Prlvppmenm.e jeste, ze vzhledem k pozorovanému primeérnému obsahu, ktery Je mensi
nez jeden kilogram, nema v tomio piipadé smysl testovat alternativy

V takovém pipads bychom nikdy nulovou hypotézu nezamftli.

> Iu ()t 1 & 7

T_ﬂo 0,977 -1
I=— 2 fn=""""__ 0)=_
s 0,015 0857
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a kriticky obor md podle tabulky 3.4 tvar (795(19) = 1,729)

Woos = {t; t <~y 55} = (—oo; ~1,7295.

Hodnota testového kritéria je prvkem kritického oboru, proto na hlading vyznam-
nosti 5 % zamitdme nulovou hypotézu ve prospéch alternativy, Ze stfedni obsah ba-
litku je mensi nex predepsany jeden kilogram. MiZeme také fici, Ze pozorovana pri-
mérnd hmotnost je statisticky vyznamné meng{ nez jeden kilogram, nebo Ze nahodny
vyber odporuje nulové hypotéze o primeérné hmotnosti 1 kg, Stejné rozhodnuti dosta-
neme také pomoci p-hodnoty, nebot

p-hodnota = P(T'< ~6,857) = F(~6,857) = 7,6.10~",

kde ndhodna veli¢ina 7 ma Studentovo rozdéleni s 19 stupni volnosti a Fje distribudni

funkce tohoto rozdéleni,
=
Nékdy se setkdvame také s vlohou testovat hypotézu o variabilit ndhodné velitiny
s normalnim rozdélenim. Test hypotézy o rozptylu o je opét zalozen na bodovém od-
hadu rozptylu §%, kierym jsme se J1Z zabyvali. Plati-li nulova hypotéza

Ho: &= o, (3.50)

ma testova statistika
~1)S2
G= (13}— (3.51)
Oy
rozdeleni »* s 7 -1 stupni volnosti, Test nulové hypotézy (3.50} proti jedné z alter-

nativnich hypotéz
Hi: & # o, Hi: < g2, Hy: &> oy’

tedy mizeme zalozit na testovém kritériy (3.51). V pifpadé oboustranné alternativy
budou preti nulové hypotéze svadéit pili§ malé nebo piilis velké hodnoty testového
kritéria. Proto je v takovém piipadé tfeba nalézt dva kvantily rozd&eni a kriticky obor i
konstruovat ve dvou &astech tak, Jak je uvedeno v tabulce 3.5, V pfipade alternativni
hypotézy, Ze skutetny rozptyl je vetsi neZ hypoteticky rozptyl, budou proti nulové

hypotéze hovofit pili§ velks hodnoty testového kritéria

Pti vypoétu p-hodnoty nemiizeme vyuZit symetrii rozdéleni tak, jak jsme to ud&lal
v predchozich testech. Je-li g vypoéteng hodnota testoveho kritéria a X ndhodng ve
¢ina s rozdélenim y(n — 1), lze hledanou p-hodnotu urdit pro jednostranné alternativni
hypotézy ve tvaru (F je distribuéni funkce rozdéleni 7 sn~ 1 stupndm volnosti)

* o <oy’ p-hodnota = P(X < g) = F(g),

" &> gy’ p-hodnota = P(X > g} = 1 ~ F(g).
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I e’—li altemativvni hypotéza oboustrannd, hledanou p-hodnotu najdeme Jako
dvojnasobek mensi z pravdépodobnosti PX<glaPX> g), tedy
" & # gy p-hodnota = 2min[F(g), 1 ~ F(g)]

Tab. 3.5 Testo tozptylu v normalniho rozdéleni
Hy

Kriticky obor
We={gg< 42}
We={gig> 42 3
We={g;g< XinV 8= oz +

e

a odchylka 0,015. Pro balici automat by sméro-

datnd odchylka oma] by imalne : 2
pledpoldad. O maximing 0.01 ke Posoudime, zda automat spliuie tento

Reseni

Cheeme testovat nulovou hypotézu (presnost baliciho automatu je dostate¢nd)
Hy: o= 0,01

. proti alternativé, se variabilita je p#ilis Vysoka, tj.

Hy: o> 0,01.

- Pokud cheeme pouZit test o rozptyly v normalnim rozdéleni &, prevedeme tyto hypo-

tézy na tvary
Ho: 6 =0,012= 0,000 1,
Hi: 8>0,0001.
PouZijeme testove kritérium (3.51) a vypodteme
o= (n—1)s? _19-0,015°

=42.75.
o 0,0001 3

Z tabulky 3.5 dostavame kriticky obor (2,,(19) - 30,143)

Wors ={g: g 2 X5 0s ) :(30,143; ),
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Tedté uréime p-hodnotu. Ma-li nahodna veli¢ina X rozd&leni 3*(19), pak lze hleda-
nou hodnotu uréit jako
p-hodnota = P(X> 4275y =1 — F(42,75) = 0,001 4.
Pokud bychom chtéli vyznamnost charakterizovat pouze hvézdickami, uvedli bychom
dvé hvézdicky. a

Test o stiedni hodnoté na zakladg velkého vybéru

Velmi &asto neni mozné piedpoklddat, Ze nahodny vybér pochazi z norméalniho rozdg-
leni. Pokud pfedpokladame jiné pravdépodobnostni rozdéleni, napfiklad Poissonovo

nebo exponencialni, miZeme pouzit testy konstruované pro tato rozddlenf. Dal¥f -
moznosti je pouzit néjaky obecny test nepfedpokladajici konkrétni rozdéleni, takové
testy se nazyvaji neparametrické {Weiss, 2012, Andél, 1978). Pokud nahodny vybér je-
dostatecné velky na to, aby bylo mozné pouZit centrdlni limitni véta, pouZivame test

o stfedni hodnoté ve velkém nihodném vybéru.
Zabyvame se platnosti nulové hypotézy

Ho: £(X) = E(X),,

proti nékteré z alternativ:

Hy: E(X) < E(X),, Hui: B(X)>E(X)y, Hi: B(X) £ E(X),. (3.52)

Jako testové kritérium zvolime statistiku
I(X ~E(X),)

kterd ma za platnosti nulové hypotézy pfiblizng (asymptoticky) normované normalni
rozdéleni. Pritbéh testu je shrnut v tabulce 3.6, '

>

Tab. 3.6 Test o stfedni hodnoté ve velkém ndhodném vybéru
Hq H: Testové kritérium Kriticky obor
E(X) = EX), | BX) < BX), F(X—EQ0),) | Wem frus-wd
EX)>EX), | YT 5 Wo= fu 10 110}
E(X) # E(X), U ~N@O, 1) Weo= {u; It > tr-an}

Priklad 3.10

Predpoklddejme, Ze nds zajimajf mzdy v urgitém odvétvi v Ceské republice. U 50 né
hodné vybranych osob byla ur¢ena primeéma mzda 28 436 K& a dale primér druhych
mocnin mezd 856 327 302. Lze na zakladeé tohoto nahodného vybéru usoudit, Ze stfed
ni mzda v odvetvi je aspon 28 000 KE?

(3.53)
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Reseni
Néhodny vyb&r budeme povaZovat za velky, proto nevadi, Ze mzdy nemaji norm4lni

rozdélenf. Pro jejich modelovént se 7ivé ¥ Hmi
; ; . pouziva naptiklad logaritmicko-normélni 8-
leni. Zvolime hladinu vyznamnosti 5 %, ® Alni rozde

Nejprve uréime bodovy odhad S rozptylu ¢*. PouZijeme-li vztah (3.4), Lze psat

50
m(gss 327302-28436 ) =48 695 108,

5 =/48 695108 = 6978 (K&).
Budeme testovat nulovou hypotézu
Ho: £(X}= 28 000,
proti alternative
Hi: £(X) > 28 000.
PouZijeme-li testové kritérium (3.53), dostaneme
Y V50(28436-28000) B

6978 ’
Podle tabulky 3.6 m4 kriticky obor tvar

Woos = {ut; u > w05} = (1,645; ).

442.

- Hodnota testového kritéria neni prvkem kritického oboru, proto nemizeme zamitnout

nulovou hypotézu, 7e sttedni mzda je (maximalné) rovna 28 000 K&.
=

~3.43 Testy o parametrech na zikladg dvou vybéri

. Predpokladejme nyni, ze nasim cilem je porovnat tirovei zkonmang nahodné veli¢iny
vou populacich. MiiZeme zkoumat, zda ochota zicasini

- Muze a zeny (test o rovnosti parametry pro dveé altern

~ AZeny maji stejnou Groveni mezd (test o rovnosti dvou stfednich hodnot).

Testy rovnosti stiednich hodnot ve dvou normalnich rozdélenich

: Nejprve uvazujme dva ndhodné vybéry z normaniho rozdeleni, prvni nahodny vybér
- 0 rozsahu n; z rozdslent M, o7?), druby o rozsahu n, z rozdéleni M( 1o, &2*). Nejprve

budeme testovat hypotézu o rovnosti stfednich hodnot, tedy nulovou hypotézu

. Ho: o = tn,
proti jedné z alternativ # (3.54)

H;: A e, Hy: < e, Hi g = ih. (3.55)

y lt T
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Ho: 61 — 12 =10 (3.56)

Hiipn— i #0, M — 12 <0, Hi: g — 2> 0. (3.57)

Z hlediska vzniku ndhodnych vybén miiZeme rozliSovat dvé zikladni moZnosti —
nezavislé a zavislé nahodné vybéry. Nezavislé nihodné vybéry jsou tvofeny napii-
Kklad mzdami muZi a Zen, nebo cenou byt v panelovych a cihlovych domech. Zavislé

(parové) nahodné vybéry jsou provadény na stejnych statistickych jednotkach, tedy -

je napfiklad zji§tovana vykonost firmy pied a po zavedeni nové technologie nebo spo-
tfeba auta pted a po upravé motoru sméfujici ke sniZeni spoticby.

Pokud cheeme zvolit test takovy, aby jeho zavery byly co nejsiln
poloZit tyto otazky:

®* Jsou zkoumané nahodné vybéry nezavislé nebo zavislé {(parové)?

= Zname rozptyly v obou zdkladnich souborech?

* MuZeme predpoklidat, Ze rozptyly jsou stejné?

Jestlize se pokusime odpovédét na tyto otazky, umozni nam to volit optimalni test

s nejvetdi sifou. Vyuziti informace, kterou o analyzovanych datech méme, je diilezité

zv1asts v plipadé malych nahodnych vybéra, kdy mame o neznamych charakteristi-

kach pomé&rn& malo informace pochdzejici z dat. Pokud na otdzky neodpovime, je vzdy .
moZné pouZit nezavisié vybéry s neznamymi a riiznymi rozptyly. Musime tak ale délat
s védomim, Ze tyto vysledky nemusi byt v nafem piipad€ optimalni, i kdyZ obygejng’

(aspoii pro relativng velké vybry) vychézeji obdobné Jjako optimalni volba.

Predpoklddejme nejdfive, ze nahodné vybéry jsou nezavislé. Oznadime aritme-
ticky priimér X, a smérodatnou odchylku 81 v prvnim ndhodném vyb&rua X 2 asyvel
druhém vyb&ru. Pokud oba rozptyly ;2 a o;* zndme, pro test hypotézy (3.54) (respek- -

tive (3.56)) miiZeme vyuzit statistiku
o X=Xy
ol o3

moon
kterd ma za platnosti nulové hypotézy normované normélni rozddleni.

Pokud rozptyly nejsou znamé, budeme test nazyvat dvouvyb&rovym ttestem, ne
bot’ testova statistika bude mit Studentovo rozd&leni 7. Pokud mtzeme piedpokiadat
Ze neznameé rozptyly v obou rozdélenich jsou stefn€, a tedy plati o;° = &%, spoleény
rozptyl v obou nahodnych vybérech je mosné odhadnout statistikou g

e —1)S? + (1, —1)S2
B+, 2

a test zaloZit na testové statistice
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(3.59)
s jtoL
o

kterd ma Studentovo rozdéleni 8 ni+ nz — 2 stupni volnosti.

POSE(?dnl a nf{job‘ecnéjﬁ moznostf jsou neznémé a rizné rozptyly. V tomto pripads
Ize pouzit testové kritérium

Xz‘yz

\/W s (3.60)
—_— 4
moom,

které mz’t- ’zavplatflosti nuloyé hypotézy piiblizng Studentovo rozdélent. Stupné volnosti
nelze vyjadrit presné, lze je odhadnout napifklad veli¢inou (Andél, 2003)

2
)

T =

. pro test s pfedpok]
testy jsou shrouty v tabulce 3.7,

Tab. 3.7 Test o rovnosti stfednich hodnot v normalnim rozdélent
Testové kritérinm

Kriticky obor
Wa={u; u<—u}
We={u;u> U1}
Wa= {u; u) > Hi-ai2}

H = i
neznamé We=1{t;1<-t1}

stejné : Wa={t;1> 1,
I’OZtyly W,= {I; lt’ > 1‘1-04/2}

=
neznameé Wa={t;1< ~l1a}

rliznd I We=1{t;1> 1.,

_rﬂzptyly W,= {f, ’IJ = fpmz}
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Piiklad 3.11

Ve dvou firmdch bylo vybrano 12 a 15 zam&stnancd a byl zjistén prﬁm’émy vék. Byly
urleny priméme veky (v letech) 42,3 a 37,2 a vybérové smerodatnff odchxlky 83?
a5,5. Je moZné na zaklad€ dat usoudit, Ze stiedni vék pracovaikd prvni firmy je vy§si
nez ve druhé firmé&?

Resent

Zvolime X v&k v prvni firmé a X> vék ve druhé firmé. Potom mame testovat hypotézu
Ho: ga = o proti alternativé Hy: gy > .

Vime, zem =12, 5, =423, 51 =82 am =15, x, =37,2,5:=5,5 Vzhledem k tomu,

¢ se jednd o dvé riizné firmy, jsou vybéry nezavislé, proto pouzijeme néj a}q’z dvouvy-

bérovy test. Vzhledem k podobnym pozorovanym smérodatnym odchylkam budeme

pfedpokiadat, Ze oba rozptyly jsou stejné. Uréime tedy spoledny odhad rozptylu jako

,  (12-1)-8,22+(15-1)-5,52

T 124152

aztoho s =./46,53 =6,82.
Potom podle (3.59) je (zvolime &= 0,05)
Y-X%  423-372
B 1

=46,53,

= =193,

PouZzijeme-li kriticky obor z tabulky 3.7, dostaneme (stupné volnosti Studentova roz-
déleni jsou 12 + 15 — 2 = 25)

Woos = {6 t = togs} = {ty0s, 20) = (1,708; o0), _
a hodnota testového kritéria 1,93 je prvkem kritického oboru. Proto zamitime hyvp :
tézu o rovnosti stfednich hodnot v&ku ve prospéch alternativy, Ze v prvni firme | :
stfedni hodnota vétsi.

Uvazujme nyni ndhodny vybér o rozsahu » z dvourozmémého norr?élmvho rozdeé-
leni (X3, X2), kde X1 ma rozdélend Mz, 61%), a Xo mé rozdélve?n,i N(ftg, lo 5 ) Preflstavm
si, Ze porovnavame vykonnost pracovnfkfi pf‘ec} a po uréitém SkOl’GIl,l ‘amame pr
vybrané pracovaiky informact o jejich v¥konosti pted i po abfolvovam skole{_u.r lv\/Iu
Zeme tedy pro kazdého pracovnika vy&islit zménu, ke které doglo po absol\’m\vfam ko
leni. V takovém ptipadé se test rovnosti stfednich hodnot 24 a 4 v obou vybérech na

zyva parovy t-test. Problém konstrukce testu hypotézy (3.56) proti nékte:ré z ,altemati\j.;
(3.57) v pfipadé parovych nahodnych vybéri pievedeme na test o stéedni hodnotd:

v jednom vyberu tak, ze pouZijeme ndhodny vybér zmin&nych rozdila D; = Xi; fX_z
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i=12, .., 0 Veliiny D, D, .. > D tvoii ndhodny vybér z normalniho rozdéleni na-
hodné veliéiny D=X; - X» a plati E(D) = yn = g — 4. Test nulové hypotézy Ize tedy
pevést na test hypotézy o stéedn{ hodnots rozdilit Hy: gp = 0 proti vybrané alternativé,
Pouzijeme (obdobn& jako v (3.49)) testovou statistil
NnD
Sy

kde D je priméray rozdil (a plati 5= ¥ |~ X, ) a Sp je vyb&rova smérodatns chyba
rozdilu. Testové kritérium (3.62) m4 za platnosti nulové hypotézy Studentovo rozds-
leni s »— 1 stupni volnosti. Z testového kritéria je patrné, Ze v piipadé oboustranné
alternativy hodnoty testového kritéria blizké nule hovoif ve prospéch nulové hypotézy,
hodnoty vzdélengjsi v jeji neprospéch. Provedenf festu Je v tabulce 3.8.

T= (3.62)

Tab. 3.8 Parovy r-test
Hy ‘ Hi
H = ig <

Testové kritérium Kriticky obor

< Wa={t; t<—t1.4}
4> T:fD T~tn-1) We=1{t;1> t1.0}

[ # jo o Wa={t; [1| > ti.an}

Test o rovnosti rozptyl ve dvou vybérech z normalnfho rozdéleni

U¢init pfedpoklad o stejnych rozptylech ve dvou normalnich rozdeélenfch miiZzeme na
zaklad€ uvahy, porovndnim velikosti vybérovych rozptyli nebo migeme shodu roz-
ptylii testovat. F-test umoziiuje porovnat velikost rozptyli ve dvou nezavislych vybé-
rech z normdlnich rozdéleni, pouzivime ho tedy kdykoliv, kdy nechceme porovnavat
tirovedi nihodnych vybéri, ale zajima nds pouze porovnani variability. V dal3{ ¢4sti
budeme testovat rozptyly ndhodné veliciny ve vice ne? dvou ndhodnych vybérech.
Na rozdil od sttednich hodnot, které porovnavame rozdflem, rozptyly porovna-

vame podilem. Proto nulovou hypotézu o shodg rozptyli

Ho: 6 = &? (3.63)
piepiSeme na tvar

2
H,: L/ .

2
o,

Tr alternativy, které budeme uvazovat, pak jsou
Hiio’# &% Hiol<a? Hy: ot > gt
Test miizeme zalozit na testovém kritériy
St
827
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které ma za platnosti nulové hypotézy Fisherovo-Snedecorovo F rozddleni se stupni
volnosti 71 — 1 a n; — 1. Pokud plati nulova hypotéza, hodnota testového kritéria by se
méla pohybovat v okoli jedni¢ky, hodnota podilu vyb&rovych rozptyli (3.65) blizka
nule nebo naopak vyrazné v&t¥i neZ jedna bude svédit proti platnosti nulové hypotézy.
Postup testu je shrnut v tabulce 3.9,

Tab. 3.9 Test o rovnosti rozptyl ve dvou vybérech z normalniho rozd&leni
Hg H, Testové kritérium Kriticky obor

0-12>(_)5_2 _S—22 Wg={F;F2F1,g}
FF0 | F =1, m 1)

Wa=\Fs F<Fan v F2Fiopt

Priklad 3.12

Predpokladejme, Ze pro dvé doby (v minutéch) vroby uréitého vyrobku ve dvou dil-

nach byly nalezeny vybérové rozptyly 2,4 a 3,5 min® uréené pro 25 nghodné vybranych
vyrobkil v prvni diln€ a 30 ndhodné vybranych vyrobki ve druhé dilng. Je mosnd pied-
pokladat, Ze variabilita doby vyroby v obou dilnach je stejna?

Refeni
Méme m =25, m = 30, $* = 2,4 a $2” = 3,5. Testové kritérinm F ma podle (3.65) tva

F:gﬁzo,@é.
35

2

Zvolime-li @=0,1, je /2=0,05 2 1 — /2 =0,95. Pouzijeme tabulku 3.9 av tabul—:__

kach kvantili nebo pomoci softwaru najdeme, Ze 5% kvantilem Fisherova-Snedeco

rova rozdéleni s 24 (m —1=25-1)a 29 (m—1=30—1) stupni volnosti je 0,514
a 95% kvantilem je hodnota 1,901. Kriticky obor Wy, je potom slozen ze dvou inter :

valll (0; 0,514) a {1,901; ), vypoétens hodnota testového kritéria 0,686 je prvkem
oboru ptijeti (0,514; 1,901). Na hlading v¥znamnosti 0,1 tudiZ nulovou hypotézu neza.

mitéme. Miizeme tedy piedpokladat, ¢ variabilita mezi dobami nutnymi k vyrobs
vyrobku, popsand rozptylem, je v obou dilnch stejnd. Viimnéme si, Ze test nefikd ni¢ -
o primérné nebo stfedni dobé vyroby, kterd mize byt v obou dilnach odlisna. Zabyvéa

se pouze kolisanim kolem stiedni hodnoty bez ohledu na jeji hodnotu.

Test o rovnosti stfednich hodnot ve dvou nezavislych vybérech

Predpokladejme déle, Ze stejné jako v ptedchozim vykladu méame k dispozici dva
velke nezavislé nahodné vybéry, vybér o rozsahu #; z rozdéleni ndhodné velidiny Xi
a vybér o rozsahu #» z rozdéleni ndhodné veliiny X. Nepfedpokladidme oviem, Ze
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tyto V%Iiéh,:ly majl’. normalni rozdéleni. Cilem je posoudit, zda oba vybéry pochazeji
z rozdéleni se stejnou stredni hodnotou, tedy testovat hypotézu o rovnosti stéednich
h(’)chulot Ek(XI) a fi(X3). Oznatime opét aritmeticky primér a Vyberovy rozptyl v prvnim
vybéru X; a S\’ a ve druhém vybéry X; a8

Stejné jako v (3.54) budeme testovat hypotézu

Ho: E(X1) = E(Xy)
proti nékteré 2z alternativnich hypotéz:
Hie EQ0) # BQG), Hi: B(X) < E(X), H: HX) > E(X).

Test [ze zalf)ivit na statistice (3.60), kterd mé za platnosti nulové hypotézy asymptoti cky
(p{'o f)ba V)v/bery dostatetné velké pro pouZiti centralni limitni véty) normované nor-
malni rozdéleni. Postup testu Je shrnut v tabulce 3.10.

Tab. 3.10 Test rovnosti stfednich hodnot ve velkych vybérech
H, Testové kritérinm Kriticky obor
E(X) = (%) | EQh) < E(X) W= {1 = g}
E(X) > E(X:) Ve 2 ]
ECG) £ E(X) Wea={u; |t > ui g}

U ~ N, 1)

Priklad 3.13
Ptedpokladejme, Ze cilem Je porovnat doby do poruchy piistroje, ktery vyrabgji dva

- vyrobei. Od prvniho vyrobee bylo vybrano 30 piistrojli a byla zjisténa priimérna doba

do poruchy 20 mésici a vyb&rovd smérodatng odchylka 5 mésicti. U druhého vyrobce

g byh;) Ivléhodné vybrano 50 vyrobkd a ZjiSténa priméma doba do poruchy 22 mésict
- aVybérova smérodatni odchylka 6 mésict.

Ze zadan{ dostaneme 5, = 30, x, =20, =5, Xy, =22, m=50, 8, = 6 a zvolime nulo-
vou hypotézu a alternativy

Ho: (X} = E(Xy),

Hi: E(X) < E(Xy).

:. Z’ajoirpé nas 'ter, zda primérnd doba do poruchy piistroji od prvniho vyrobee 20 mé-
:_ ;S;;;:ru {) ¢ (statisticky vyznamne) kratdi ne pramérna doba 22 mésict, zjiit&na u druhého
V¥robce.
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Testové kritérium nabyva hodnoty

L G=% _ 20-22 1288

2 2 2
S s 6
\/1 52 +
LG

a podle tabulky 3.10 dostaneme kriticky obor

Woos = {u; u < =1 g 55} = (—o0; —1,645).
Vzhledem k tomu, Ze plati # =—1,288 & Wy s, nezamitdme na hlading Vyznamnosti
o= 0,05 nulovou hypotézu. Rozdil dva mésice v primé&rné dobé do poruchy neni sta-
tisticky vyznamny a nemtZeme usoudit, Ze stiedni doba do poruchy pfistroje druhého
vyrobee je del$i neZ od prvniho vyrobee.

Test o rovnosti parametrii ve dvou velkych nezavislych vybérech
z alternativniho rozdéleni

Pfedpokladejme déle, Ze na zékladé dvou nezavislych velkych nahodnych vybért:
z alternativnich rozdgleni s parametry 7 a 7 chceme posoudit, zda tyto parametry jsou -
shodné. Napiiklad nas zajim4, zda procento vadnych vyrobka je stejné u dvou vyrobeti .

nebo zda Zeny a muZi voli stejns asto urditou stranu. Stejné jako v predchozich kapito

lach oznacime #: rozsah prvniho ndhodného vybéru, M, absolutni a P, relativn{ éetnost .
v prvnim nahodném vybéru a ; rozsah ndhodného vybéru, M; a P> absolutni a relativnf

¢etnost ve druhém vybéru,

Za platnosti nulové hypotézy, Ze parametry obou rozdéleni jsou stejné, pochézej' '

oba nihodné vybéry ze stejného alternativniho rozdsleni s parametrem 7= =
Proto spojime oba ndhodné vybéry do jednoho vyb&ru o 1 + ne pozorovanich. Spoled
nou hodnotu neznamého parametru odhadneme relativni detnosti P ve spojeném vy-
bér, tedy hodnotou
:1’1/1’1-1-1'1/12 zan]-i-nzl% M R+ ny A,

m o+, oty L) oty
Viimnéme si, e P je vaZenym aritmetickym priimérem relativnich &etnosti v obou
vybérech s vahami rovnymi rozsahim vybért. Bodovy odhad P, — P> rozdity parame-
tril 7 — m je konzistentni a nezkresleny. Pro test hypotézy

P

Hom=m
proti jedné z alternativaich hypotéz
Him#m Hi:m< m, Hiim> m
pouzijeme statistiku
-5

\/P(l -P) (; + ni}
1 2

U=
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kterd ma za platnosti nuloyé hypotézy pro oba velké nihodné vybery asymptoticky
normované normalni rozdéleni. Za platnosti nulové hypotézy se budou hodnoty krité-
ria nachézet v okolf nuly, odchylka na obg strany (v pfipadé oboustranné alternativy)
nebo_ na jednu stranu (v piipads Jednostrannych alternativ) hovoii v neprospéch plat-
nost1 nulové hypotézy, e pravdépodobnosti jsou stejné.

Tab. 3.11 Test o rovnosti parametrii ve dvou vybérech z alternativnich rozdéleni
O, | H; | Testové kritérium Kriticky obor

= < - = {u;
\=m m<m U= H-F U ~NQ, 1) We= {5 u < —uy )

e m Pa-p il Wa= it < —q}
mEm oo

Wo= {u; luf > uy o0}
Piiklad 3.14

Vedg;u’ mésta zajima, zda muzi a Zeny maji stejny ndzor na urdité chystané opatieni.
Jesth;e souhlasi 150 Zen z 200 dotdzanych a 210 muzd z 260 dotdzanych, je mozné
usoudit, Ze muZi i zeny mayji stejny nazor?

Resent
Ze zadani vime, ze n, = 200, m =150, p; = 0,75 a ny = 260, m, = 210, p» = 0,81,
Test nuiové hypotézy
Hom=m
proti alternativni hypotéze
Him+m

prtzvedeme podle tabulky 3.11. Nejprve uréime odhad spolecné pravdépodobnosti, e
obcan souhlasi ’

m o+ =460, m tm:=360, p :3@=0,783.
460

Dale je tfeba nalézt hodnotu testoveho kritéria
0,75-0,81

__ 075081
/0,783(1—0,783)(_1%?
200 260

Volime-li ¢ = 0,05, pro kriticky obor platf
Wos = (—ao; —1,96) L (1,96; «0)

U= =-1,55,

.4 pro vypoctenou hodnotu testového kritéria plati = —1,55 ¢ Wy 5. NemiZeme tedy

Zam{tnout nuiovou hypotézu, e muzi a Zeny maji stejuy nézor na chystané opatfeni

Také tikame, Ze data neodporuji nulové hypotéze. Pro p-hodnotu je ‘
p-hodnota =2.P(U —-1.55)=2.¢(-1,55)=0,121

A rozhodnuti je stejné, nebot’ platf p-hodnota > 0,05,
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»- 3.4.4 Testy o parametrech ve vice ne dvou nezavislych vybérech

V této Casti budeme zkoumat piipad, kdy mame vice ne dva nahodné vybéry, budeme
predpokiadat, Ze jich je & (k> 2). Predpokladejme, Ze pozorovéni v J-t€ém nahodném
vybéra (j=1,2,...,k) o rozsahu n; budou mit rozdeleni Nz, o) a oznadime je
X, Xo, ..o, Xjn; . Tato situace miZe nastat napiiklad tak, Ze p¥i Setfeni piijmi rozdélime

respondenty pbdle vzdélani do &ty skupin (zékladnf, stiedni, Uiplné stFedni, vysoko-

Skolsk€). V takovém pifpadé bude & =4 a miSeme se ptat, zda stfedni pfijem bude

stejny pro viechna vzdélani (test o shods stfednich hodnot) nebo zda variabilita pHjmg -

Je stejnd ve viech skupinéch (test o shods rozpiyld).

Test o rovnosti stfednich hodnot

Zabyvejme se nejprve testem hypotézy o rovnosti stfednich hodnot. Metoda pracuje"
s vatiabilitou proménné X a s jejim rozkladem, proto ji nazyvime analyzou rozptylu.

V tomto textu ukdZeme pouze jeji jednofaktorovou verzi. Faktorem Jje proménnd, kterd
plitazuje statistické jednotky do jednotlivych nahodnych vybért. Pouzivime také na-
zev ANOVA, ktery pochizi z anglictiny a je sloZen z po&itetnich pismen anglického
nazvu ANalysis Of VAriance.

Budeme pfedpokiddat, Ze variabilita ve viech nahodnych rozdélenich je stejnd,

atedy plati 1" = &” = ... = ¢, kde jsme o oznadili spole€non hodnotu rozptylu, Za-
tohoto predpokladu budeme testovat nulovou hypotézu, Ze stfedni hodnoty His

7

7=12, ..., kjsou stejné (v¥echny vybéry pochézeji ze stejného normalniho rozdélen

Ho g =po=..=pu, (3.67):
proti alternativni hypotéze, Ze aspoi jedna stfedni hodnota je jing. Bodovymi odhady:
stfednich hodnot v jednotlivych normalnich rozdélenich Jsou aritmetické priiméry X i
J=1,2, .. k Za platnosti nulové hypotézy maji viechna normalni rozd&leni stefnou -

stfedni hodnotu, kterou miizeme odhadnout spoleénym primérem X uréenym ze spo
Jjen€ho vybéru o rozsahu ny -+ mo + ... + m=n.

Nejprve uréime celkovy soudet &tvercil odchylek ve spojeném nahodném vybé
o rozsahu » bez ohledu na rizné nihodné vybéry :

s, :ii(){ﬂ S

J=l =l
Tento soudet rozdélime, stejng jako v 1. kapitole, na soudet étvercd mezi skupinami

k p— —
Sx.m :Zlnj (XI _X)z’
=

a soulet Etvercii uvniti skupin

il

B _
S =22 (X, X,).

J=L il
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Obdobné jako v prvni kapitole v &isti vénované
b . ane¢ rozkladu rozpiylu 1ze ukdzat /e
tyto tii soudty plati vztah h P

n—k
k:li:ra ma lza platnosti nulové hypotézy F 1sherovo-Snedecorovo rozdélenis k—1an—k
stupni volnosti. Proti platosti nulové hypotézy hovoii velké hod s ité
1a, kriticky obor m4 tedy tvar ZY e testoveho krite-
Wo={F,F>F} = (F e, 00), (3.69)
Priitbeh testu se obyéejné shrnuje v tabulce ANOVA,

,

Pro spravné pouiti testy b

Soudet
; ¢tverch
Mezi skupinami

. Sx.m/(k -1}y
Uvniti skupin

Sx.v/(n -k

,V pﬁ’pﬁld(‘éf Ze zamitneme nulovon hypotézu o rovnosti stiednich hodnot, je pfiro-
Zen:e pOlOZ-It 81 otazku, které stiedni hodnoty jsou stejné a které rozdflng. Exi;;tuje vice
mq.%nosti,_ Jjak Posuzovat rozdily mezi sttedni hodnotami v k skupinach, V tomto textu
Ukazeme’ jen jeden postup, ktery posuzuje viechny mozné dvojice skupin a pouziva
. Upraveny dvouvybérovy i-test z predchoz{ &asti. Metoda L.SD (Least Significant Dis-
- fance) pro vypolet testového kritéria vyuziva predpoklad o stejnych rozptylech ve
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vSech slaupindch a pro viechny dvojice skupin pouZiva spoleénou smérodatnou od-
chylku s, uréenou z analyzy rozptylu

S

n—k
Pro kaZdou dvojici skupinj a7 (1 <j < /< k) uréime smérodatnou odchylku rozdilu
aritmetickych praiméri podle vzorce

1 1
8§ —t—.
ﬂj 1

Dile najdeme nejmensi vyznamnou odchylku pro rozdil praméri tén?l?to dvou
skupin VI3C— ;—%;] jako (pocet stupiiti volnosti pro kvantil Studentova rozdélent je n — k)
S

1
A L (3.70)
n, n

Pokud je absolutni rozdil obou promérii v&tsi ne? tato hodnota, usoudime, e stiedni

5=

L . .. .k
hodnoty ¢ a 14 jsou rozdilné a g — gy # 0. Viimnéme si, 7e dvojic z k skupin je ( 2)

a toto Cislo muze byt pomérng velké. Napiiklad pro & =3 jsou dvojice t#, pro k:fl
jJichje 6 a pro £ =5 dostaneme 10 dvojic.

Priklad 3.15 ] ,
Predpokladejme, Ze majitel obchodu se zaj im_é 0 ﬁsp-éénosrt své vlastni znacky \‘rxr?bk_l;
(skupina vlastni} ve srovnani se tfemi dal$imi (skuvpmy vyrobce A—_C). Protg 231:@.1:10\’22 |
ve vybranych dnech trzbu za vyrobky téchto znagek. Charakteristiky skupin ziskan
z nahodného vybéru jsou uvedeny v tabulce 3.13.

Tab. 3.13 Charakteristiky vysledki znadek -
Skupina | Znatka R ¥, 5 8 n (f g —x)
I viastnf 20 17,39 3,71 1,94 3,07
B vyrobce A 25 19,59 2,10 1,45 81,58
IT vyrobce B 25 16,44 3,49 1,87 45,07
Iv vyrobce C 25 17,63 2,55 1,60 0,57

Soudet 95 17,79 4,21 2,05 130,29

Charakteristiky jednotlivych skupin, obsaZené v tabulce, nazveme skupinové Eed._.
nosti, skupinové priiméry, skupinové rozptyly a sméredatné odchylky. V posled-

nim sloupci jsou uvedeny hodnoty, které vstupuji do souctu étveltcﬁ. me?i s,;klvlpinalzut___
V poslednim fadku jsou uvedeny stejné charakteristiky pro cely ndhodny Vyberv(poce :
pozorovani, primér, vybérovy rozptyl a vyb&rovd smérodatna odchylka pro viechna:
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data bez ohledu na vyrobee). V poslednim sloupci tohoto #4diu Je uveden soudet
sloupee, tedy hodnota S, (je mozné ji porovnat s hodnotoy v tabulce ANOVA 3.14),
Posoudime, zda je mozné piedpokladat, e sttedni tryba Jje stejnd pro vyrobky viech
zkoumanych znadek.

V tomto ptipadé jen=95a k= 4. Podil nejveétsi a nejmensi skupinové smérodatngé
odchylky je roven 1,94/1,45 = 1,33, tato hodnota Je mendi ne¥ 3, a proto mizeme ana-

y uzit podle piiblizného pravidla, pracujiciho s podilem nejvétsiho

a nefmenstho vybérového rozptylu. Formalng budeme testovat shodu rozptyla Bart-
lettovym testem v pfikladu 3.16. Normalitu pozorovani nebudeme testovat, omezime
se jen na krabickovy graf, ktery ukazuje symetrick4 rozdglent, Priibéh testu hypotézy

Ho: zkoumané znacky jsou stejné tspsiné
proti alternativé

Hy: macky nejsou stejng uspéing,
je shrout v tabulce 3.14.

Tab. 3.14 Tabulka analyzy rozptyly

S Stupng Souget | Prémérny
Zdroj vaniability volnosti Ctvercili Etverec

Mezi skupinami 3 130.2835 | 43,4279 14,8620 | 5,93.10°8
Uvnitf skupin 91 265,9088 2,9221

Soucet 396,1923

Pouzijeme-li vysledky z tabulky ANOVA, zamitneme nulovou hypotézu o rov-
nosti stfednich hodnot ve prospech alternativy, Ze aspofi jedna stfedni hodnota je od-
liSnd. Mizeme pouit p-hodnotu a porovaat ji s hiadinou vyznamnosti 0,05. V pripadé
takto malé minimalni hladiny vyznamnosti se nekdy ve statistickém softwar uvadi
Jen vysledek p-hodnota < 0,000 0. Stejny zaver dostaneme pomoci kritického oboru,
nebot’ plati Fie5(3,91) = 2,705, a tedy podle (3.69) je

Woos = {F, F> 2,705} = (2,705; o)
aplatf F= 14,86 Wo.0s.

Nyni se pomoci metody L.SD pokusfme odpovédst na otazku, které znacky se lig,
anaj i i i trzby patrné rizné. Vysledky jsou shrmuty v tabulce

i 91 stupni volnosti nahradime kvantily normova-
u¢ho normalniho rozd¢leni). Nejmensi vyznamné rozdily, uréené podle (3.70), jsou

rovny pro podty pozorovani 20 a 25 {skupina I a ngkters ze skupin II-TV)

11
M 0,052 2,922 -2—6+5§ =1,019

4 pro stejné poéty 25 (pro dvojici skupin z I-1v)

1 1
U052V 2,922 s + g =0,960.
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Tab. 3.15 Vysledky metody LSD
Skupiny rozdil priméri LSD vyznamnost
[-1I 2,198 1,019 ano
I-III 0,951 1,019 ne
-1V 0,241 1,019 ne
II-11 3,149 0,960 ano
I-Iv 1,957 0,960
IH-IV 1,192 0,960 ne

Vsimnéme si, Ze skupina 11, definovana produkei vyrobce A, je odlignd od viech

Z ostatnich dvojic metoda neukazuje na odliSnou stéedni trzbu. _

Test o rovnosti rozptyll ] 5
Pii aplikaci statistickych metod se mtZeme setkat s nutnosti testovat predpoklad, Ze.

variabilita ve vice neZ dvou normalnich rozdélenich je stejnd. Pokud nechceme pouzit

pii analyze rozptylu jen pfiblizné pravidlo pro posouzeni shody r?zptylﬁ, tnﬁieme.j
tento pfedpoklad testovat. V takovém piipadé poui.ivé.me tesvt 0 shqde rozptyli. Bude
me testovat hypotézu, %e viechny rozptyly jsou stejné, tedy Ze plati

He o’=ol=... =g = 0'25
proti alternativé, Ze aspoil jeden rozptyl je jiny. )
Celkovy pocet pozorovani ve viech vybérech oznatime n (nzz yey
rozptyl §*, uréeny za platnosti nulové hypotézy
1 & 2
§* =% (n,-1) 5%

n—ik ; J i

K testu nulové hypotézy miizeme pouzit Bartletttv test. Testové kritérium mé tvar

k
(n—k)InS*= " (n,~1)In §?

G= L
1 (&1 1
Ty (Z 71 n.—k]

J=l :
a asymptoticky (pro velké #) mé »? rozdéleni s k& — 1 stupni volr}qsﬁ.’ProtI nulgv% hyp}s
téze hovoti velké hodnoty testového kritéria. Proto miizeme kriticky obor vyjadiit jako

Wo={g: g2 o |={#l0r ). |
Nyni test pouZijeme k posouzeni opravnénosti piedpokladu o shod& rozptyll pti pou
7iti jednofaktorové analyzy rozptylu v pfikladu 3.15.
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Ptiklad 3.16

Budeme testovat hypotézu, e skupinové rozptyly v ptikladu 3.15 Jsou stejné. Nejprve
ur¢ime spoleény rozptyl

k
5t = —LZ(n,. s’ = _1—(19-3,71+24'2,10+24-3,49+24-2,55) =2,922,

Ze vztahu (3.71) uréime hodnotu testového kritéria

k
(n—k)Ins* ﬁZ(nj - I)lnSf.

Jj=

£ 1 ko 1 B
ety L1
(k-1 n,—=1 n-k

J=

_ 91'n2,922 - (19-In3,71 + 24-In 2,10+ 24-In3,49 + 24-In2,55)

=2,331.
1 r 1 1 1 1
e B e S R
3(4-D\19 24 24 24 9]
Za platnosti nulové hypotézy ma testové kritérium rozdéleni »°(3) a kriticky obor je

- (platf x¢45(3)=7,81)

w, :{g; gZZ(igs }:<7n 81; ),

Hodnota testového kritéria neni prvkem kritického oboru, proto nulovou hypotdzu

- nezamitdme. Skutedns 1ze tedy predpokladat, Ze viechny rozptyly jsou stejné. ®

345  Chi-kvadrit test dobré shody

- Casto je tteba posoudit, zda pozorované (€2 empirické) rozd&leni ndhodného vybéru
. odpovida n&jakénu teoretickému (také hypotetickému) rozdélen{ pravdépodobnosti.
~ Jde napiiklad o odpoved’ na otdzky, zda vékové sloyeni nahodné vybranych respon-
- dentii odpovida znamému rozdéleni v

, : uji zabyvat se podobnymi
kterym se budeme zabyvat v této &sti.

'V matematické statistice test také pouZivime pro posouzeni, zda pfedpoklad o kon-

krétnim pravdépodobnostnim rozdéleni Je akceptovatelny jako model pro ndhodny

- V¥ber. V obou piipadech teoreticks rozdéleni volime na zikladé teoretického rozbory
‘problému, nasich znalost a zkuSenostf. Dalsim vyuZitim je posouzeni, zda néhodny
- vybér vyhovuje predpokladim statistickych metod, které chceme pouit, napiiklad
“predpokladu normalniho rozdéler pozorovani.

Test dobré shody nevybere nejlepsi nebo spravné rozdéleni, umoZiiuje pouze odpo-

-Vedeét na otazku, zda predpoklédané rozdélent je piijatelnym modelem pro data nebo

Jim nen. Parametry rozd&leni mohou byt zndmé t neznamsé, ve druhém piipadé tyto

Parametry musime nejprve odhadnout.
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Pfedpokladejme nejprve, Ze existuje &> 2 nesluditelnych vysledkti néjakého na-

hodného pokusu a stanovme teoretické hodnoty pravdépodobnosti t&chto vysledki -

T =(o1s Ty ns e g )5 Kol >% 7, ;=1. Pokud bychom se zabyvali hraci kostkou

a mozné vysledky jednoho hodu jako podet ok 1 a 6, je £ = 6 a pokud Jje kostka spra-
vedliva, je mo = (1/6; 1/6; 1/6; 1/6; 1/6; 1/6). Pokud bychom si pfedepsali, Je vybérové
Setfeni zdkazniki md obsahovat 30 % osob do 20 let, 30 % osob 20-30 let, 20 % osob
30-40 let a zbytek nad 40 let, protoZe takové je znamé vekové slozeni cilové populace,
je vysledkem pokusu zafazeni vybrané osoby do Jjedné z v&kovych skupin. Dostaneme
tedy k=4 am=1{0,3;0,3;0,2; 0,2).

Pfedpoklddejme, e méme nahodny vybér o rozsahu n, obsahujici informaci o vy-
sledku n takovych pokus® — v naSem pfipadé hodi kostkou nebo véku vybranych re-
spondentii. Pro posouzeni platnosti nulové hypotézy :

Ho: nahodna veli€ina mé rozdsleni popsané pravdépodobnostmi mo
proti alternativé

Hi: rozd€leni ndhodné velidiny je jing,
porovname vybérové (také empirické) rozdéleni s teoretickyin rozdélenim &etnosti. ;
Nejprve urtime pozorované (také empirické) Eetnosti Jednotlivych t#d n), no, .., i

plati ny +m+ ... +m=n, a porovname je s ofekavanymi (take teoretickymi) et~

nostmi za platnosti rozdéleni, které snadno ziskame jako nsm,, U2, ..., R g Pokud

plati nulova hypotéza, odekdvané a pozorované &etnosti by mély byt podobné, velké:
odchylky hovoii proti platnosti nulové hypotézy, nebot’ v takovém pripadé je rozdéleni:

nadhodného vybéru patrnd jiné, neZ je predpokladané rozddleni. Pro kazdou tid
(j=1,2, ..., k) porovname &etnosti n; a nm,; pomoci relativni statistiky

2
(n, — 1ty ;)

N,

Soucet téchto statistik pro v¥echny t¥{dy
& (n;—nm, ;)

G=Y L i

mrw

2

7=l
pouZijeme jako testové kritérium. Za platnosti nulové hypotézy ma testové kritérium
rozdéleni * s k— 1 stupni volnosti. Kriticky obor bude mit tvar

W=l 22 o J~(1 00 0).
P-hodnotu pro tento test urdime jako pravdépodobnost, Ze nahodn4 veli&ina s rozddle

nim z°(k — 1) nabude hodnoty v&tsi nebo rovné testovému kritériv. Tato pravdépodob:
nost je rovna E

1 Fg). (3.74)
kde F je distribu¢ni funkce rozdélent #* s k — 1 stupni volnosti a g je vypoétena hodnota
testového kritéria.
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Chi—kw:adrét test dobré shody je asymptotickym testem, pro jeho spravné pouziti
kladelfl'e predpoklad na ofekavané Eetnosti. Doporutuje se pouzit tento test tehdy, po-
kuizl Pnbllvzne, nﬂ}'? 5, f =1,2, o k. Tuto podminku lze zeslabit na pfedpokilad, e
kavzda z.ocekavan.ych cetnosti je v&t&i nebo rovna Jjedné a navic aspoft 90 % z nich
(mekdy jen 80 %) je vétsich nebo rovnych 5.

Tab. 3.16 Chi-kvadrit test dobré shody
HoaH Testové kritérium

Kriticky obor

Ha: T=myj=1,2, ...
Hy: rozdéleni je jiné

Piiklad 3.17

ech formach: jako paperback,
v poméru 40 %, 15 % a 45 9,
h forem 70, 12 a 78. Byl po¢a-

Resent

: Vzlrllegem k tomu, Ze mame ti formy knihy, Je k=3, Nulovg hypotéza fik4, e rozds-
- len{ z&jmu o knihy Je popsano vektorem pravdépodobnosti

m=(0,4; 0,15; 0,45)".
Plati-li nulova hypotéza, mél by byt celkovy podet zdjemcid 160 rozdélen na 64 (40 %

7 160)., 24 (15 % ze 160) a 72 (45 % ze 160), jak Jje uvedeno ve sloupci olekavané
. C(*:tHOStI v tabylce 3.17. V poslednim sloupci tabulky jsou uvedeny pifspévky Jednotli-
: lerch fypd Icr_nhy do testového kritéria podle (3.72) nebo tabullky 3.16. Zvolime hladiny
- Vyznamnosti &= 0,05, kritickou hodnotoy podle tabulky 3.16 je 95% kvaniil rozdéleni

¥ se dvéma stupni volnosti a plati y;

95(2) = 5,99. Hodnota testového kritéria 7,063

s

:-:' Jervétﬁi nez tf?,to kritickd hodnota, zamitame proto nulovou hypotézu na zvolené hlading
Vyznal_nno'sn.l p—}vmfinotu ziskdme vypodtem pravdépodobnosti | —F(7,063) = 0,029
kde £ je distribuéni funkee rozdéleni * se dvéma stupni volnosti. S
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Tab. 3.17 Vypocet testového kritéria k piildadu 3.17

T Oc&ekavané ‘ Pozorované | Pozorované | Teoretické
P etnosti (Ye) | T Yetnosti | Setnosti (%) | &etnosti g

Paperback 40 0,40 70 43,75 64 0,562 5

Pevna vazba 15 0,15 12 7,50 24 6,000 0

e-knitha 45 0,45 78 48 75 72 0,500 0

Soucet 100 1 160 100 7,062 5

Déle ukazeme, jak je mozné tento test pouZit pro ovéfenf hypotézy, ze pravds-

podobnostni rozdéleni, popsané distribuéni funkei F, je moZné pouzit pro zkoumanou k
nihodnou velidinu X. MiZzeme testovat vhodnost pravdépodobnostniho rozdgleni se -
zadanymi (tedy znamymi) parametry nebo ze stejného ndhodného vybéru tyto parame-
try nejprve odhadnout a potom testovat shodu empirického a zvoleného rozdéleni s od- -
hadnutymi parametry. Pfedpokladejme tedy opét, Ze pracujeme s ndhodnym vybérem -

o rozsahu 7.

Nejprve uvazujme ptipad, kdy zname parametry teoretického rozdéleni, takové:.

rozdé€leni nazyvame plné specifikovanym. Budeme testovat hypotézu

Hy: nahodny vybér pochazi ze zvoleného rozdgleni s distribudni funkei 7,
proti alternativé

H,i: rozdéleni je jiné.

Pokud nahodna veli¢ina nabyva jen izolovanych hodnot, sestrojime tabulku rozdé- :
leni Cetnosti, kierou jsme pouzivali v prvui kapitole této knihy. Pokud je rozd&leni

spojité, a tedy se hodmoty jednotlivych pozorovani neopakuji, sestrojime tabulku
intervalového rozdéleni Cetnosti podle prvni kapitoly. K toru je tieba rozdélit mno-
Zinu v8ech pozorovanych hodnot ndhodné velitiny X do k nepiekryvajicich se inter=
valg, ve tvaru (—oo, x1), {x1, X2), ..., (X1, 0). Obéma postupy ziskame v t&chto tabul-
kéch pozorované Eetnosti v jednotlivych Fadcich tabulky. Déle uréime pravdépodob
nosti jednotlivych hodnot ndhodné velidiny nebo jejich intervall my, j=1,2, ..., &
pouzijeme znamou distribuéni funkei hypotetického rozdéleni a uréime pravdépodo
nosti jednotlivych tfid. Pokud se jedna o diskrétni rozdéleni a v Fadeich jsou jednotlivé
hodnoty nahodné veli¢iny (jako v piikladu 3.18), jsou teoretické pravdépodobnosti
rovny pravdépodobnostni funkei. V pifpad® intervalovych téid najdeme :

71 =F{(x),

7y, =F () F(x,), j=1,2,..,k=2,

T =1 — Fxg4).
Dale jiz porovnidme teoretické a pozorované etnosti pomoci chi-kvadrat testu dobr
shody. Jako testové kritérium pouZijeme statistiku (3.72) a kriticky obor (3.73), pt
padneé tabulku 3.16.
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. % p’fipad'é, ive ié@né (nebo asport nekteré) parametry hypotetického rozdéleni ne-
Jsou znamy, je tfeba je nejprve odhadnout a potom pouZit postup uvedeny vyie. Pouze

je tfeba zmendit pocet stupiiti volnost X rozdélen{ testového kritéri &
: okritéria k1 o -
hadnutych parametr, pocetod

Pokud ngjaké hypotetické etnosti Jsou mensi nez 5, mizeme sloudit sousedni tid
takv, abyv vysledné teoretické &etnosti spliiovaly predpoklad. V takovém piipadé jednosf
duse. sec‘femg pozorovane etnosti viech sloudenych t#d a obdobng i hypotetické get-
nosti. Dile je tieba prepocitat prispévek nové tiidy do testového kritéria a upravit
v tomto piipadé sniZit stupné volnosti hypotetického rozdslen. ,

Pfiklad 3.18

Maji_t?l firmy pfedpoklédé, Ze za jednu sménu dochézf v priméru ke dvéma poruchdm.
J (Esﬂlze ve vybfanycvh dnech pozoroval potty poruch uvedené v tabulce 3.18, Je mozng
predpoklidat, Ze podet poruch za sménu ma Poissonovo rozdéleni s parametrem 27

ReSeni
V tabulce 3.18 jsou uvedeny pozorované Eetnosti a také teoretickes pravdépodobnosti

urcen¢ z hypotetického rozdéleni. 7 pravdépodobnostni funkce Poissonova rozdeéleni
8 parametrem A =2

X

L2
Plx)=e* " x=0,1,.,
x!

dostaneme napiiklad

L2
P0)=e Za: e =0,135,

1

52
P(h)=¢ 2F=2e‘2:0,271.

Pro nejvy$i podet poruch za sménu (4) je t 7 i i
ne Je tfeba uvaZovat (tato t¥ida §
mozne hodnoty vét¥i nebo rovngé Ctyfem) ( wAhenuge viechny
PXZ4)=1-(F0)+ F(1)+ F(2) + F(3)) = 0,143.
, Teofre‘acké Setnosti dostaneme néasobenim teoretickych pravdépodobnosti rozsa-
¢m nahodného vyb&ru 50. Pro prvni dva fadky dostaneme 0,135-50 = 6,767

a 9,271 -_SE} = 13,534.V poslednim sloupci jsou uéeny hodnoty, které vstupuji do testo-
vého kritéria. Pro prvni dva fadky naptiklad dostivame

(3-6,767)2_2 097
6,767 7




166 Analyza dat z vybérovych etreni

(6 —13,534)*
13,534
Testove kritérium je rovno souttu hodnot v poslednim sloupci, tedy 11,499,

=4,194,

Tab. 3.18 Vypodet testového kritéria pro prikdad 3.18
Pozorovana Teoreticka
detnost 0y detnost £

3 0,135 6,767 2,097

6 0,271 13,534 4,194

18 0,271 13,534 1,474

11 0,130 9,022 0,433

12 0,143 7,144 3,301
Soucet 50 1 30 11,499

Radek | Hodnota

Tabulka mé 5 tadki (k = 5), proto m4 testové kritérium za platnosti nulové hypo-
tézy ” rozdélenis 5— 1 =4 stupni volnosti. Viechny teoretické Setnosti jsou aspofi 5

muZeme proto pouZit chi-kvadrat test dobré shody. Kriticky obor je podle tabulky 3.17

Woes ={g; 82 Hioas }:<Z§,9s> 20)=(9,488; o)

a plati g € Wy 5. Zamitame tedy hypotézu o tom, Ze pocet poruch ma Poissonovo:
rozdéleni s parametrem 2. Ziejmé je poruch v primeéru vice nez 2, nebot’ prAmerny

pocet poruch je (podle tabulky 3.18)
6+36+33+48 95

50

X=

Piiklad 3.19

Uvazujme nahodny vybér hmotnosti balfékd z pitkladu 3.4, obsahujici 80 pozorovén
Volime piipad vétsiho rozsahu nahodného vybéru, nebot’ mengi rozsah nahodnéhi
vyberu 20 pozorovéni neni postadujici pro smyslupiné pouziti chi-kvadrat testu dobr
shody, ktery je testem asymptotickym, Budeme testovat hypotézu, Ze tento nahodn
vybér pochazi z normalniho rozdéleni, aniz bychom uréili hodnoty parametrd, t;.

Ho: ndhodny vybér pochazi z normalniho rozdélend.

Nejprve je tfeba nalézt parametry rozd¢leni, které budeme pouzivat pro vypod
teoretickych Cetnosti v testu dobré shody. Podle ¢4sti 3.3 mizeme pouzit aritmeticky
primér a vyb&rovy rozptyl a uvarovat rozddleni N (X, S5%). Jiz byly uréeny hodnoty
X =0,977kg as = 0,015 kg, tedy pouZijeme rozdéleni N(0,977; 0,015%). Pro interva:
lové rozdéleni Getnosti zvolime 9 tfid, nebot’ napiiklad podle odmocninového pravidia
pro podet tid je 30 = 8,9. Viimnéme si, 7e v piipadé tohoto testu JiZ neni tieba za-
chovavat viechny tiidy stejné siroké tak, jak jsme délali u intervalového rozdgleni det-
nosti v prvod kapitole.

Pro posledni interval je

P(X>1):I~q§(1;0’—9717 _

:p?amosti nulové hypotézy 3 rozdleni s 9 1-
dinu vyznamnosti 0,05, dostaneme kriticky obor
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Tab. 3.19 Vypoget testoveho kritéria pro chi-kvadrat test dobré shody

Interval D olni mez HOrni mez | Pozorovani
mtervaln | intervaly detnost

Teoreticka
Setnost

3,533

y v tabulce musime nalézt teoretické pravdépodob-

) , 7€ N4 . < délenim N(0,977; 0,015%) nabude hodnot ‘
tntervalu. Pro prvni interval dostay : : noty z dancho

niho rozdgleni)
0,96 - 0,977
PX<0,96) =@ 22" 57771
( 0015 ] 0,129,
pro druhy interval (a obdobng j pro dalsi intervaly s vyjimkou posledniho) je

p(0,96<)(50,965):g)(w _ | 2960977 =0.083
0,015 0,015 T

(12-10,283)?
— 7 _9
10,283 287

:g t;lggiobné budeme pokragovat i v dalSich Fadcich. Hodnota testového kritéria je rovna

Tabulka md 9 t4dké, odhadlj Jsme 2 parametry, a tedy testové kritérium md za
2 = 6 stupni volnosti. Zvolime-1i hla-

“{lge2 2 )= (2, ) =(12,502; o).

lf\idoot%nota testov&vého kritéria lexf v oboru piifeti, proto nezamitéme nelovou hypotézy.
Uzeme tedy piedpokladat, 7e bmotnosti baligk Ize Ppopsat normalnim rozdélenin,




