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2 PRAVDEPODOBNOST

/;3"“\
(@ Zikladni pojmy
2.1.1 Nihodny pokus

Pfi vyuce na zékladni &i stfedni 8kole jsme se v§ichni setkali s pokusy, provadénymi
v hodinach chemie & fyziky. Tyto pokusy mély za cil demonstrovat urité procesy,
a jejich vysledek byt doptedu znam. OhlaSeny vysledek viak zileZel na dodrZeni pod-
minek pokusu a pokud tyto byly dodrzeny, ofekavany vysledek se dostavil. Vysledek
pokusu byl tedy jednoznatné pfeduréen podminkami, za kterych pokus probihal.

Na druhé strané se setkavame s velkym mnoZstvim pokusii (obecné ¢innosti), je-
jich vysledek miiZe byt riizny, i kdyZ se snazime dodrZet veskeré podminky pokusu.
Dilezit jsou ziejmé slova snazime dodrzet. VE&t§inou je totiz, na rozdil od Jaboratofe,
téchto podminek piili§ mnoho a dodrZet je byva velmi obtiZné. Znamena to tedy, Ze
v té&chto piipadech podminky, které predurcuji vysledek pokusu, jsou jen obtizné kon-
trolovateng.

Pokud napf. cestujeme kazdé rano do prace stejnou tramvaji po stejné trase, ve
stejny &as dle jizdniho ¥adu, nikdy nejsme dopiedu schopni wr€it, jak pfesn€ dloubo
pojedeme. Budeme-li volat kazdé rano v 8:00 hod. na uréité telefonni ¢islo, ze stejného
telefonu, u stejného operatora, nikdy dopfedu nevime, zda se dovolime. Pokud ano,
tak zda volany pfijme hovor po prvnim, druhém & napf. aZ patém zazvonéni. Stejné
tak, zalneme-li pouZivat novy potitad, nevime, jak dlouho vydrzi pracovat do prvni
poruchy — zda to bude mén& nez 1000 hodin, ¢i vice nez 2000 hodin apod.

Podobnych ¢innosti by se dala vyjmenovat celd fada. Ve viech téchto piipadech
sice nejsme schopni uréit dopfedu piesny vysledek, ale na zaklad¢ zkusenosti z minu-
losti jsme vétiinou schopni urdit, zda urity vysledek nastava Casto, velmi &asto, velm
ziidka ¢i naprosto ojedinéle.

Nahodnym pokusem budeme rozumét takovou ¢innost, jejiz vysiedek neni jedno-
znacné predurden podminkami, za kterych pokus probihd, a tento pokus je (alespoit
teoreticky) mnohonésobné opakovatelny ze stejnych podminek.

Jednim z ¢ili teorie pravdépodobnosti je nahradit neurcita tvrzeni o vysledcich na-
hodnych pokusti mirou ¢etnosti vyskytll téchto vysledki a ddle zavést pravidla pro
poéitani s témito mirami.

ProtoZe lidstvo od praddvna zajimalo, jaké jsou Sance na vitézstvi v n€kierych po-
mémé jednoduchych hrach, af uz se jednalo o hazeni minci, losovani z osudi, hru
v kostky, karetni hry apod., jsou potatky po&tu pravdépodobnosti spjaty pravé s t€mito
jednoduchymi hazardnimi hrami. Jednd se o hry, jejichZ vysledky jsou vysledkem rea-
lizace ndhodnych pokustl. Navic se jedna o hry pomémé jednoduche, u kterych jsou
dobfe znamy podminky, za kterych probihaji, a moZnych vysledki nebyva mnoho.
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Vysvétieni, co budeme rozumgt terminem ndhodny jev, podavaji autori Like§, Machek
(1991) zhruba takto:

Nihodnym jevem je jakékoliv tvrzeni o vysledku ndhodného pokusu, o kterém
Ize po uskutetnéni pokusu jednoznaéng rozhodnout, zda je pfi dané realizaci pokusu
pravdivé & nepravdive. Napf. pfi hodu klasickou kostkou je tvrzeni ,,padne &islo 6
nahodnym jevem. Stejné tak je nadhodnym jevem tvrzeni ,,ze &tyf po sobé narozenych
déti budou pravé 2 chlapci®, tvrzeni ,politickd strana xyz ziska v parlamentnich
volbach nejméng 10 % hlasi™ & tvrzeni ,,na dzemi hiavniho mésta Prahy nedojde zitra
k vice ne% 20 dopravnim nehodam®.

2.1.3 Operace s ndhodnymi jevy

Jevy budeme znagit velkymi pismeny ze zaCatku latinské abecedy, tedy budeme hovo-
fit o jevu 4, B, C, ... atd. ProtoZe jevy jsou vlastné tvrzenimi o vysledku ndhodného
pokusu, miizeme tato tvrzeni rizné skladat, vymezovat jejich postaveni vici sobé na-
vzajem, vytvatet jejich negaci, tvofit z nich vyroky apod. Budeme tedy provadct tzv.
operace s ndhodnymi jevy. Tyto operace a zachézeni s jevy samotnymi, jak déle uvi-
dime, maji analogii s teorii mnoZin, a to véetné terminologie.

Jev nemoZny je jev, ktery nikdy nemiiZe nastat (nenastavé za zadnych okolnosti). Jev
nemozny budeme znadit (.,

Jev jisty je jev, kiery nastiva vzdy (nastavé za viech okolnosti), Budeme j¢j znagit §
(nyni poruujeme dohodu, Ze jevy budeme znacit velkymi pismeny ze za¢tku abecedy
— nicméné toto oznadeni pro jev jisty se vzilo a v literatufe se b&Zné pouziva).

Jevem dopliikovym (opafnym, komplementarnim) k jevu 4 je takovy jev, ktery
nastivé vzdy, kdyZ nenastava 4. Budeme ho znacit symbolem A.

Priklad 2.1
Uvazujme ndhodny pokus, kterym je hod kostkou. Oznadme jako jev A4 ,,padne sud¢
¢islo®, jako jev B ,,padne &islo délitelné 6%, jako jev C padne Cislo mensi nez 5. Pak
A jejev ,padne liché &islo®,
B je jev ,nepadne &islo 6%,
C jejev ,padne &islo 5 nebo 6. L]

Sjednocenim jevi A a B rozumime takovy jev 4 B, ktery nastdva praveé tehdy,
pokud nastane alespoii jeden z jevii 4 a B.

Sjednoceni lze roz§ffit na konetny pocet njevii A1, A, ..., Ax (resp. nekonelny po-
Zetjevii A1, Ao, ...). Sjednocenim jevi 4 .04, =4 (resp. A wA .= U4
i=l =1

rozumime jev, ktery nastiva pravé tehdy, nastane-li alespoti jeden z jevi Ay, Ao, ..., Aa
(resp. 41, Az, ...).
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Priklad 2.2

Uvazujme nahodny pokus, kterym je hod kostkou. Oznadme jako jev A4; ,,padne &islo
i“proi=1,2, ..., 0. Pak sjednocenim
Az As je Jev ,padne ¢&islo 3 nebo &islo 6,
A A2 0 As je jev ,.padne Eislo menSi neZ Gtyfi©,
Az U As U As je jev ,padne sudé &islo™.
]

Prﬁn_ikem 'jEVfl A a B rozumime takovy jev A M B, ktery nastiva pravé tehdy, nasta-
nou-li oba jevy 4 a B soudasné.
Priintk jevi lze stejné jako u sjednoceni roz§ifit na kone&ny podet n jevil

A, A, ..., 4y (resp. na nekonedny pocet jevii A, 4, ...). Prinikem jevi
" o

AuuAd = UlAL (resp. 4 A, M..=[4) rozumime jev, ktery nastivd prave
i= i=1

tehdy, nastanou-1i véechny jevy 41, 4s, ..., 4. (resp. 4i, Az, ...) souasné.

Priklad 2.3

UvaZzujme nahodny pokus, kterym je hod kostkou. Ozname jako jev 4 ,,padne sudé
¢islo®, jako jev B ,padne €islo délitelné 3“ a jako jev C “padne é&islo v&t§i nez 2. Pak
A M B je jev ,padne ¢islo 6,
A Cjejev ,padne ¢islo 4 nebo 67,
B n Cjejev ,padne ¢islo 3 nebo 6%,
A B~ Cje jev ,padne islo 6.
[ ]

Jevy 4 a B nazyvame disjunktni (neslucitelné), jestliZe jejich prinikem je jev ne-
moinfz. Tedy pokud plati 4 ~ B ={J. Pojem disjunktnich jevii miZeme zobecnit pro
libovolny koneény ¢i nekoneény systém jevil. Takovy systém se nazyva disjunktni
pokud jsou disjunktni kterékoliv dva rizné jevy z tohoto systému. ,

Pfiklad 2.4
Uvazujme ndhodny pokus, kterym je hod hraci kostkou, Oznaéme jako jev 4 ,padne

sude Cislo®, jako jev B ,,padne liché &islo*. Pak 4 M B = (J a tudiZ se jedna o disjunkini
Jevy.

Rozdﬂem jevi A a B rozumime takovy jev 4\ B, ktery nastava pravé tehdy, pokud
nastane jev A, ale nikoliv jev B.

Rozdil jevii miZeme vyjadfit i pomoci priniku jevii4d a B jako A\B=4N5 .
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Prikiad 2.5
Uvazujme nahodny pokus, kterym je hod kostkou, Oznaéme jako jev 4 ,,padne sudé
&islo®, jako jev B ,,padne &islo délitelné 3%, jako jev C,,padne ¢islo mensi nez 4. Pak
rozdilem jevi

A\B jejev ,padne &islo 2 nebo Cislo 4%,

ANC jejev . padne &islo 4 nebo Cislo 6%,

B\ C jejev ,padne cislo 6%,

C\ B jejev padne &islo 1 nebo &islo 2%

B

Rekneme, e jev 4 implikuje jev B (jev 4 ma za nasledek jev B), jestliZe jev B na-
stane vzdy, kdyZz nastane jev 4.

Fakt, ze jev 4 implikuje jev B, zapisujeme jako 4 < B. Pokud plati, Ze jev 4 impli-
kuje jev B a zaroveil jev B implikuje jev 4, pak jsou si jevy 4 a B rovny.

Priklad 2.6
Uvazujme nahodny pokus, kterym je hod hraci kostkou. Oznacme jako jev 4 ,padne
gislo 2%, jako jev B ,,padne sudé &islo“. Pak jev 4 implikuje jev B, nebot’ pokud padne
na kostce ¢islo 2, plati, ze padlo sudé &islo, ¢ili nastal jev 5.

=

2.1.4 Elementirni jev a prostor elementarnich jevii

Elementarnim jevem budeme rozumsét ,,nejjednodussi vysledek™ nahodného pokusu,
ktery uz dale nejde rozloZit. Jedna se o jev, ktery nelze vyjadfit jako sjednoceni dalSich
riznych jevi.

Jev A nazveme elementirnim jevem, pokud neexistujf jevy B a C riizné od 4
takové, Ze A =B w C.

Pro libovolny nahodny pokus bude velmi diilezité uréit viechny elementarni jevy,
spjaté s timto pokusem. Tyto jevy budou pak tvorit prostor elementarnich jevil.

Prostorem elementarnich jevi S budeme rozumét mnozinu viech elementarnich
jev(, které mohou nastat jako vysledek daného nahodného pokusu.

Takykoliv dalgi nédhodny jev pak bude podmnoZinou prostoru elementarnich jevi,
jakykoliv elementdmi jev je prvkem tohoto prostoru. Viem operacim provadénym
s ndhodnymi jevy, jako je sjednoceni, prinik a rozdil, odpovidd sjednoceni, prinik
a rozdil piislusnych podmnoZin prostoru elementirnich jevi. Operace s ndhodnymi
jevy pak v podstaté znamena operaci s prisluinymi mnoZinami a jak jiz bylo v pied-
chozim textu uvedeno, fidi se stejnymi pravidly.

Poznamengjme jesté, Ze jevu nemoznému odpovidd prazdnd mnoZina a jevu jis-
tému odpovida cely prostor elementarnich jevi.
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Priklad 2.7

gvaiujme nahodny pokus, kterym je hod hraci kostkou. Oznaéme jako jev E; Lpadne
Cislo i“proi=1,2, ..., 6. Pak prostorem elementarnich jevii pro nahodny pokus ,;hod
kostkou™ je mnoZina obsahujici viechny elementarni jevy

S= {E1, Ez, E;, E4, Ej, Eﬁ}.
Jakykoliv dal$i jev mizeme vyjadiit jako sjednoceni t&chto elementdrnich jevi.

Polozme za jev B ,padne sudé &islo®, za jev C ,padne &slo d&litelné tfemi®. Pak
B:EQUE4UE53C:E3 UEs.

Jeyu B odpovida podmnoZina Fp = {Es, E4, Es} mnoZiny E, jevu C odpovida pod-
mnozina Ec = {£s, Es} mnoZiny S.

Ptiklad 2.8

Uvazujme ndhodny pokus, kterym je hod 2 hracimi kostkami. Oznaéme jako jev Ey
na 1. kostce padne &islo 7 a zarovefi na 2. kostce padne &islo Jproij=1,2,...,6.
Pak prostorem elementéarnich jevi pro nahodny pokus ,hod 2 kostkami* je mnoZina
obsahujici viech 36 elementarnich jevi S = {E, Eva, ..., Ess, Fas).

_ Jakykoliv dal#i jev opét mizeme vyjadiit jako sjednoceni téchto elementirnfch
jevil. PoloZme jako jev B ,,padne sudé &fslo na 1. kostce a zéroveii padne sudé &slo na
2. kostee®, jako jev C,,na 1. kostce padne &islo délitelné 3 a zarovei na 2. kostce padne
sudé &islo™. Pak

B=FEn U En VB UEp U Eu\ U EeU Eso W Ega\J Eegs.

' Jevu B odpovidé podmnozina Ez = {E;} mnoziny E o 9 prvcich (clementarnich
Jevech) proi, j=2,4, 6. Dile

C=En ' By Ess U Eq \J Eet U Egg,
pfiemz jevu C odpovida podmnoZina Ec = {Es, Fa, Es, Eez, Ees, Lss} mnoZiny 50 6
prveich (elementarnich jevech).
[ |

2.1.5 Stabilita relativnich ¢etnosti

Budeme-li mnohokrat opakovat stejny nahodny pokus a budeme-li sledovat vvskyt
ur¢itého jevu v kazdé realizaci tohoto pokusu, obdr#fme nejriiznéjsi vysledky, které se
budou nahodile, a tudi% zcela nepravidelng stiidat. V Jednotlivém pokusu tak nejsme
schopni dopfedn uréit, jaky vysledek mame odekavat. Hodnotime-li viak viechny do-
sai_{?né vysledky najednou (za predpokladu velkého mnoZstvi realizaci pokusu), obje-
vuji se u mnoha nahodnych pokusi jisté pravidelnosti &i zakonitosti, které lze dobte
Interpretovat. Tuto situaci vysvétlime pomoci tzv. stability relativnich Zetnosti.

Stabilitou relativnich ¢etnosti rozumime fakt, Ze relativni Cetnost vyskytu sledova-

- ného jevu pii velkém podtu opakovani ndhodného pokusu kolisd kolem ur&itého isla,
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pfitem? velikost kolisani se zmenduje pii zvy$ujicim se pottu pokusi. Pfi velkém po-
&tu pokust se tedy relativni Getnost ustaluje na uréitém ¢isle. Poznamenejme jesté za-
vérem, 7e stabilita relativnich Setnost{ je empirickym zakladem (my$leno odvozenym
z pozorovani) pravdépodobnosti.

Ptiklad 2.9
V tabulce 2.1 jsou &isla tazend v loterii Sportka za obdobi 21. 4. 1957 — 1. 2. 2012.
Protoze vechna &isla maji stejnou Sanci byt vylosovéna (49 &isel, tedy Sance je
1:49), neni divod se domnivat, Ze by se jednotlivé Cetnosti vyrazn¢ odliSovaly. Je
samozfejmeé, Ze absolutni Cetnost kazdého &isla (tedy polet piipadd, kdy bylo &islo
vylosovino) je jind. Podivame-li se viak na relativni Cetnosti, je vidét, Ze se pfilis
neodlifuji od 1/49, tedy od ¢&isla 0,020 4. Odchylky jsou vesmés fadove az na
4. desetinném mistd, tedy v desititisicinach. Potvrzuje se nam tedy, Ze pfi velkém
mnoZstvi realizaci pokusu relativni &etnost kolisa kolem ¢&isla 0,020 4.

Tab. 2.1 Cisla taZend ve Sportce

fetnost

&slo  absolutni relativel  &slo  absolutni relativni  &islo  absolutnl relativni  €islo  absolutni relativn]
1 957 (0,0200 8 983 0,0206 15 958 0,0209 22 989 0,0207
988 0,6207 2] 963 0,0202 16 930 0,015 23 960 0,0201

936 0,0196 10 942 0,0197 17 965 0,0202 24 988 0,0207

923 4,0193 11 892 0,0208 18 1000 0,0209 25 965 0,0202

987 0,0207 12 1009 0,0211 18 1003 0,0210 26 976 0,0204

1039 0,0218 13 1009 0,0211 20 1018 0,0213 27 934 0,0196

962 0,0201 14 266 0,0202 21 960 10,0201 28 975 0,0204

Hslo  absolutni relativni  &slo  absolutni relativni  &slo  ahsolutni relativni
29 S99 0,0209 36 1008 0,0211 43 965 0,0202
30 c87 0,0207 37 979 0,0205 a4 987 0,0209
31 o87 0,0207 38 958 0,0201 45 913 0,0191
32 S84 0,0208 39 993 Q00208 46 594 0,0208
33 933 00,0185 40 0,0233 47 0,0211
34 a58 0,0201 41 14,0192 48 983 0,0206
35 976 0.0204 42 0,0199 49 0,0192

Zdroj: www.sazka.cz

2.1.6 Klasicka definice pravdépodobnosti

Klasickou definici pravd&podobnosti miZeme pouzit pro konefny prostor elementar-
nich jevil. Zavedl ji statistik Laplace a budeme ji interpretovat v upraveném tvaru.

Pokud mé4 prostor elementarnich jevil » prvki, které pokladime za stejn€ mozné,
a jestliZe jev A je sjednocenfm m elementarnich jevi, pak je pravdépodobnost jevu 4
definovana jako
m
P(A)=— (2.1)

n
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) Uvedeny vzorec lze interpretovat i takto: pokud nazveme elementarni jevy, pfi je-
jichZ vyskytu nastavé jev A, jako vysledky p¥iznivé jevu A, pak klasicka definice
pravdépodobnosti fikd, Ze pravdépodobnost jevu A je rovna podilu vysledkii pFizni-
vych jevu 4 a poétu viech moznych vysledki.

vV této definici je tfeba zdfiraznit stejnou moznost vyskyti jednotlivych elemen-
tér_nich Jjevil. P vypoétu pravd&podobnosti na zaklade klasické definice se uplatinje
zejmeéna kombinatorika, tedy operace jako kombinace, variace a permutace, a to jak
s opakovanim, tak bez opakovani.

2.1.7 Geometricka interpretace

Modifikaci klasické definice pravdépodobnosti ziskdme tzv. geometrickou definici
pravdépodobnosti. Oznaéme jako S prostor stejné moznych elementérnich jevii. Pokud
je ‘Fento prostor geometrickou oblasti (libovolné dimenze), jeji? velikost (délka, obsah,
objem, ...} je koneénd a je rovna J4S), a &4st této oblasti predstavujici jev 4 ma velikost
W(4), pak je pravdépodobnost jevu 4 rovna

P(4) :Z—%. 2.2)

Piiklad 2.10

Hodiriy, ktere nebyly véas nataZeny, se po uréité dobé zastavi. Jaka je pravdépodob-
nost, ze se velka rudicka zastavi mezi Eislici 4 a 6 (jev 4)?
Reseni
Hledana pravdépodobnost je rovna podilu délky oblouku mezi &islici 4 a 6 a deélky
obvodu celého Ciselniku. V naSem ptipads je tedy

Fidy 2 1

D=y 16

2.1.8 Statisticka definice pravdépodobnosti

K’lasi_cké definice pravd&pedobnosti je omezena pouze na koneény prostor elementér-
n{ch Jevﬁ a ma I nékterd dalSi omezeni, jako je stejnd moZnost nastoupeni elementér-
nich jevil. V ptipadg, ze tyto predpoklady nejsou splnény, jiz s klasickou definici nevy-
St?éime. Tyto potize déle vedly k definici tzv. statistické (empirické) definici prav-
dépodobnosti, navrené R. von Misesem. Tato definice pravdépodobnosti je zaloZena
na relativnich ¢etnostech a na stabilité relativnich &etnosti.

Pfipometime, Ze stabilitou relativnich Setnosti rozumime fakt, ze refativni éetnost
sledovaného jevu 4 pfi velkém poétu opakovani ndhodného pokusu kolisd kolem
uEt_“:itého Cisla, pritemz velikost kolisani se zmenSuje pti zvySujfcim se poctu pokusi
Pii velkém poétu pokust se tedy relativni Eetnost ustalyje na urditém Cisle. Je mdi%
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pfirozené chdpat toto ¢islo jako miru poéetnosti vyskytl piisluiného jevu a nazvat jej
pravdépodobnosti tohoto jevu.
Pravdépodobnost jeva A je takové Cislo P(4) pfifazené jevu A, které ma tu vlast-

INE W

nost, Z¢ relativni Cetnost p(A) jevu 4 se s rostoucim poctem realizaci pokusu bliZi &islu
P(A4) (Likes, Machek, 1991).

2.1.9 Axiomy pravdépodobnosti

Nyni uvedeme tzv. axiomy pravdépodobnosti. Tyto axiomy jsou zaloZeny nlavvlast—
nostech relativnich Cetnosti — uvédomme si, Ze relativni Cetnosti jsou empirickym
protgjskem pravdépodobnosti,
1. Pravdé&podobnost ndhodného jevu 4 je ¢islomezi 0 a 1
0<PA)<1. (2.3)
2. Necht' Ay, 4z, ... je konetny nebo spodetny systém disjunkinich nahodnych
jevil, pak pravdépodobnost sjednoceni jevil je rovna soudtu pravdépodobnosti
fednotlivych jeva
A4nA =0, izj=12. .= P{UA,.J=ZP(A,.) . (2.4
=1 i=1
3. Pravdépodobnost jevu jistého je rovna 1
Sjejevjisty = P(S)=1.

2.1.10 Vlastnosti pravdépodoebnosti

Viechny dale uvedené vlastnosti pravdépodobnosti jsou diisledkem vyse uvedenych
axiomdl a daji se tedy z téchto axiomil odvodit.
1. Soutet pravdépodobnosti jevu 4 a pravdépodobnosti doplikového jevu k jeva
Ajeroven |
P+ P(A)=1. (2.5)
. Pravd&podobnost jeva nemoZného je rovna nule
P(2)=0. (2.6)
. Pravdépodobnost rozdilu 4 \ B jevi 4 a B se rovna
P(A\B)=P(4) — P(4 ~ B). (2.7}
. Pravdépodobnost sjednoceni dvou jevii je rovna soudtu pravdépodobnosti prv-
niho a druhého jevu minus pravdépodobnost jejich primiku
P(4 0 B)y=P(A) + P(B)— P(4 n B). (2.8)
. Pokud jev 4 implikuje jev B, pak pravdépodobnost jevu 4 je mensi nebo rovna
pravdépodobnosti jevu B
A< B= P(4A)<P(B). (2.9)
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2.1.11 Nezavislost nahodnych jevii

Klicovou tlohu v celé pravdépodobnosti sehravd pojem nezavislost. Budeme ji pro
nahodné jevy chapat nasledovnsg.

Rekneme, Ze Jevy A a B jsou vzijemné nezavislé, jestlize

P(A m By = P(A)P(B), (2.10)

tedy jestlize pravdépodobnost jejich priniku je rovna soudinu Jjejich pravdépodobnosti.
Slovo vzajemné se Casto vynechava a hovoiime pouze o nezévislosti jevil.

Pokud jsou jevy 4 a B nezavislé, jsou nezavislé i jevy 4 a B, dile jevy 4 aB
ataké jevy 4 a B . Pracujeme-1i s vice ne dvéma Jevy, definujeme jejich nezavislost
obdobné. Pfedchozi definice pak musi platit pro kazdou dvojici, trojici, &tvefici atd.

2.1.12 Podminéna pravdépodobnost a nezévislost

Statistickd definice pravd&podobnosti byla zaloZena na stabilité relativnich detnosti.
Na zakladg stejného principu budeme chapat i podminénou pravdépodobnost.
Pravdépodobnost jevu 4 podmingnou jevem B definujeme jako
P(A4
P(A’B):w. @2.11)
P(B)
Pro 2(B) > 0. Uvedeny vzorec Ize piepsat do tvaru
P(A ™ B)=P(4) P(AIB), (2.12)
ktery se pouZiva v ptipadech, kdy zname podmingnou pravdépodobnost a pravdé-
podobnost jevu podmifiujiciho, a chceme urdit pravdépodobnost priiniku téchto jevii.
Pro nezavislé jevy 4 a B, pro které P(B) > 0 resp. P(4) > 0, plati
P(A|B) = P(4), (2.13)
resp.
P(B/4) = P(B). (2.14)
Plati totiz
P(ANBYy P(AP(B)
P(B) P(B)
a analogicky i pro P(B|4). Uvedené vzorce se nékdy pouzivaji jako definice nezavis-
losti jevi.

P(4|B) = P(4) (2.15)

2.1.13 Uplna pravdépodobnost

UvaZujme dva disjunktni jevy By a By, jejichZ pravdépodobnosti P(B|) > 0 a PB) >0

jsou zndmé. Dale uvazujme libovolny jev A4 s neznamou pravdépodobnost{ PA). Jev

A miiZeme zapsat jako sjednoceni dvou disjunktnich jevit 4 N By a 4 m B,. Pak
P(A)y=P(4 " B1) + P(4 n By). (2.16)

Jelikoz
P(4 ™ Bi) = P(By) P(AIB1) a P(A  Bs) = P(By) P(A|B5),
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mizeme psat
P(4) = P(B)P(A|B1) + P(B2)P(A\B:). N (2.1?)
Pokud tedy zname podminéné pravdépodobnosti P(4|Br) a’PgALBz), milZeme urrvs}t
neznamou pravdépodobnost P(4). V praxi se totiz mnohdy_ stavi, Ze neni ?ezke urcit
podminéné pravdépodobnosti pro uréity jev, je viak dOSIZl o‘btlzane uréit jeho prav-
dépodobnost pfimo. Nyni uvedené ivahy zobecnime pro vice jeva B, Bz, ..., By

Véta o tplné pravdépodobnosti
Necht' B, Bs, ..., B. jsou navzajem disjunktni jevy, pro které plati
P(B)>0, (2.18)

OB;- _S. (2.19)
i1 '

kde S je jev jisty. B -
Necht A4 je libovolny jev s nenulovou pravdépodobnosti, pro ktery jsou Podnngene
pravdépodobnosti P(4}B;) znamé proj =1, 2, ..., n. Pak pravdépodobnost jevu 4 je
P(A)= ZP(A|BJ,)P(BJ.) . (2.20)
=1
Vyse uvedené vlastnosti podminéné pravdépodobnosti ndm umozinji definovat
tzv. Bayesovu v&tu, jejiz znéni dale uvedeme.

Priklad 2.11

Velkoobchod odebird poéitate od dvou dodavatelid. Prvnd dodava’tel pokryva odber
velkoobchodu z 80 %, pfitem? 75 % dodavky tvoii poéiFaée osazens p{gces?remahntel.
Druhy dodavatel pokryva odbér velkoobchodu ze zbyvaj icich 29 %, pficemz 60 /S ,dov—
davky tvofi pocitale osazené procesorem Intel. Pokud by si zaka%mk Vybralv Pointac
zcela ndhodné (bez ohledu na procesor), jaka je pravdépodobnost, Ze tento pocitac bu-
de osazen procesorem Intel?

Reseni
Oznaéme jevy
A — nédhodng vybrany pocital je osazen procesorem Intel,
B; — ndhodné vybrany poé&ita€ je od prvniho dodavatele,
B — nahodng vybrany potitad je od druhého dodavatele.
Ze zadani vime, Ze
P(B1)=0,80, P(A|B1)=0,75,
P(B2)=10,20, P(A|B2) = 0,60.

Podle predchozich vzorch mizeme psat
P(A4) = P(B1)P(A|B1) + P(B2)P(A|Bz) = 0,80-0,75 + 0,20-0,60 = 0,72.

Statistika v ekonomii 63

Bayesova véta
Necht' B1, B, ..., B, jsou navzijem disjunktni jevy, pro které plati
P(B)>0, j=1,2, .n, @21

PlUB, IZ}P(BJ):I, j=12,...n (2.22)
J=1 i=

Necht' 4 je libovolny jev s nenulovou pravdépodobnosti, pro ktery jsou podminéné
pravdepodobnosti P(4|B;) znamé pro viechna 7= 1,2, ..., n. Pak pravd&podobnost je-
vu B; podminéna jevem 4 je rovna

P(A4]B )P(B))

P(B,A)= i=12 ... n (2.23)

n 7

ZP(A’BJ_ )P(B))

2.2 Rozddleni pravdépodebnosti

Rozdéleni pravd&podobnosti sehrava z4sadni tilohu Jjak v pravd8podobnosti, tak v celé
matematicke statistice (viz dalsi kapitola). V kaZdé teoretické Uloze, pri kazdé aplikaci
nds bude zajimat, s jakou pravd&podobnosti nastavajf sledované jevy. Kli¢ovou roli
pfitom sehrdvd ndhodna velidina a jeji chovani.

=2.2.1 Nihodni velitina

Vétsina ndhodnych pokust m vysledek vyjadieny redlnym &islem. I v piipadg, ze vy-
sledek nahodného pokusu je kvalitativni povahy (barva oéi, stupeii dosaZeného vzds-
lani, pohlavi atd.), stejné vét¥inou vysledky prevadime na &sla —uréujeme podet, rela-
tivni Cetnost atd.

V téchto piipadech tedy pracujeme s nahodnym pokusem, jehoz prostor elemen-
tarnich jevii S je mnoZina redlnych &isel R nebo néktera jefi podmnoZina. Potom hod-
notou nahodné veli¢iny X budeme rozumét vysledek nahodného pokusu, vyjadieny
realnym Cislem. Tim jsme naznatili, co je hodnotou ndhodné veli¢iny, nedefinovali
Jsme viak ndhodnou veli¢inu jako takovou. Nahodnou veli¢inu v tomto textu budeme
chapat jako funkci definovanou na prostoru elementérnich jevil, kterd kaZdému ele-
mentarnimu jevu piifadi ¢islo na redlné ose.

Na rozdil od ndhodnych jevii, kdy jsme pouzivali velkd pismena ze zad4tku abe-
cedy, ndhodné velidiny budeme znagit velkymi pismeny z konce abecedy X, ¥, 7, ... .

Polud budeme schopni jakékoliv podmnoZiné redlné osy pritadit pravdépodob-
nost, Ze nahodna velidina nabyva hednoty prave z této podmnoZiny, hovofime o tom,
e zname rozdéleni pravdépodobnosti této nahodné veli¢iny, Vét§inou je onou zmitio-

vanou podmnoZinou n&jaky interval, V celém textu budeme pouzivat symboliku zna-
mou z teorie mnozin.
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iV sat
) o y ; P(4]B), miZzeme urcit
4me podminene pravdépodobnosti P(A|B1) a Pl uzeme utel
P,O kud tei{,;gpodognost P(A). V praxi se totiZ mnohdy stava, Ze nevl?l t.ezkf: urcit
neanafngzép " avdépOdObﬂ‘)Sti pro urdity jev, je viak dosti ojbtiin_é uréit jeho prav-
Icaigpf)rgi)lbnosfpﬁmo. Nyni uvedené uvahy zobecnime pro vice jevit By, B ..., B
Véta o uplné pravdépodobnosti ,
Necht By, B, .. B js0u navzfem disjunkint jevy:, pro kieté plat

P(B) >0, (2.18)
(2.19)

kde § je jev jisty. ) . _
Nioht’ Aje libovolny jev s nenulovou pravdépodobnosti, pro ktery jsou Pommene
bnosti P(A|B:) zndmé pro i=1,2,...,nPak pravdépodobnost jevu A je

pravdépodo d
P(A)= P(A|B ) P(B)). (2.20)
=
Ve uvedené viastnosti podminéné pravdépodobnosti nam umozhiuji definovat
v B};yesovu vétu, jejiZ znéni dale uvedeme.

Piiklad 2.11 D , o )
Velkoobchod odebira potitace od dvou dodavateld. ?rvryu dodava’tel pokryva odbsr
hodu 7 80 %, pfi¢emz 75 % dodavky tvori pocitate osazenc procesorem Intel.
ve11<§?}(316 davatel pokryva odbér velkoobchodu ze zbyvajicich 20 %, pritems 60 0/3 ,dO:
?;31(3 tsoﬁ potitace opsazené procesorem Intfal. Pokufi by si zékaz:nik vybralvPoE:1tac
zeela nahodné (bez ohledu na procesor), jaka je pravdépodobnost, Ze tento pocitac bu-

de osazen procesorenl Intel?

Reseni

Oznatme jevy ‘

4 — nghodng vybrany poéitad je osazen procesorem Intel,
B —nabodnd vybrany potitac je od prvniho dodavatele,

B, — nahodngé vybrany poéitac je od drubého dodavatele.

Ze zadani vime, 7e
P(Bl) = 05809 P(A‘Bl) = 0775:
P(B2) = 0,20, P(A|B>) = 0,60.

. . s oy it
Podl tedchozich vzoreu miZeme psa )
0 Pezj) = P(B1)P(A|Bl) + P(Bz)P(AlBZ) = 07800,75 + 0,200,60 — 0’72
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Bayesova véta

Necht By, Ba, ..., Ba jsou navzijem disjunktni jevy, pro které plati
PB)>0, j=L2,..,n (2.21)

P UlBj :ZIP(Bj):l, i=1,2,...,n (2.22)
i= i=

Necht 4 je libovolny jev s nenulovou pravdépodobnosti, pro ktery jsou podmingné
pravdépodobnosti P(4}B,) znamé pro viechnaj = 1, 2, ..., n. Pak pravdépodobnost je-
vu B; podminéna jevem 4 je rovna
P(4|B )P(B))

n 2

ZP(ij)P(Bj)

P(B,A)= i=1,2,...n (2.23)

2.2 Rozd&leni pravdépodobnosti

Rozd&leni pravdépodobnosti sehrdva zésadni dlohu jak v pravdépodobnosti, tak v celé
matematické statistice (viz dalsi kapitola). V ka#dé teoreticke tloze, pii kazdé aplikaci
nas bude zajimat, s jakou pravdépodobnosti nastavaji sledované jevy. Kliovou roli
piitom schriva nahodné veli¢ina a jeji chovani.

+72.2.1 Nahodna veli¢ina

Véigina nahodnych pokusti ma vysledek vyjadieny redlnym Eislem. Iv piipade, Ze vy-
sledek nahodného pokusu je kvalitativni povahy (barva odi, stupeii dosaZeného vzde-
lani, pohlavi atd.), stejné vétsinou vysledky pfevadime na ¢isla — uréujeme pocet, rela-
tivei Cetnost atd.

V téchio piipadech tedy pracujeme s ndhodnym pokusem, jehoZ prostor elemen-
tarnich jevii § je mnoZina redlnych &isel R nebo nektera jeji podmmozina. Potom hod-
notou nahodné velidiny X budeme rozumét vysledek néhodného pokusu, vyjadieny
realnym ¢islem. Tim jsme naznaéili, co je hodnotou nédhodné velidiny, nedefinovali
jsme viak ndhodnou velidinu jako takovou. Nahodnou veli¢inu v tomto textu budeme
chapat jako funkei definovanou na prostoru elementarnich jevi, ktera kazdému ele-
mentarnimu jevu piifadi &islo na relné ose.

Na rozdil od nahodnych jevi, kdy jsme pouzivali velka pismena ze zagatku abe-
cedy, ndhodné veli¢iny budeme znacit velkymi pismeny z konce abecedy X, ¥, Z, ... .

Pokud budeme schopni jakékoliv podmnoZing redlné osy pfifadit pravdépodob-
nost, ¥e nahodna velidina nabyvé hodnoty prave z této podmnoZiny, hovorime o tom,
e zname rozd&leni pravdépodobnosti této ndhodné velidiny. Vétsinou je onou Zmifno-
vanou podmnoZinou néjaky interval. V celém textu budeme pouZivat symboliku zna-
mou z teorie mnoZin.
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;//«N‘\.
\2.2.2] Distribulni funkce

. \‘r—/ , r - v - o r r T : - 3
Univerzalni formou popisu pravdépodobnostniho chovani ndhodné veliciny je distri-
buéni funkee. Distribuéni funkei ndhodné veli¢iny X budeme rozumét redinou funkci
I{x), definovanou jako

Fx)=P(X<x), VxeR. (2.24)

Distribuéni funkcee F{(x) v bodé x tedy vyjadiuje pravdépodobnost, Ze nahodna veli-
¢ina X nabude hodnoty mendi nebo rovné x. V tomto zdpisu je dilezité si uvédomit, Ze
velkym pismenem znacime ndhodnou veli¢inu, zatimco malym pismenem znaéime li-

bovolné ¢islo na redlné ose. Nerovnost ve vyrazu (2.24) je neostrd, co¥ se projevuje
v bodech nespojitosti, jak ostatné dale uvidime.

Vlastnosti distribu¢ni funkce
Distribu¢nd funkce ma vlastnosti, které vyplyvaji piedeviim z faktu, e se jedna o prav-
dépodobnost:

1. 0=sFx) =1, VxeR

Tato vlastnost je zfejma, pracujeme s pravdépodobnosti.

2. ¥xy, x2 € Ry x1 <x = Fxi) < Flxz).

Distribuéni funkee je neklesajici.

3. lim F(x)=0, lim F(x)=1.

X—y—od X-=»+o
Uvedené limity budeme symbolicky zapisovat F(—) = 0 a F(o0) = 1. V pfipadg, ze
definiéni obor ndhodné velidiny je interval (a, b), plati

Fla)=0, Fb)=1. (2.25)
4. Distribuéni funkce je zprava spojitd a ma nejvys konedn& nebo spodetné mnoho
bodl nespojitosti.

Je tfeba dodat, Ze distribucni funkce jednoznatng popisuje pravdépodobnostni cho-
vani nahodné veliiny. To znamend, Zze pokud zname distribugni funkei ndhodné veli-
¢iny, mame kompletni informaci o jejim chovani.

7 definice distribu¢ni funkce vyplyva, Ze plati

Plxt < X<x3) = Flx) — Flxr), —o0<x <x <o (2.26)

2.2.3 Rozdéleni diskrétniho a spojitého typu
V praxi se v&tSinou setkavime § ndhodnymi veli¢inami dvojiho typu. Nejlépe budeme
celou situact ilustrovat na ptikladech. Hodnotou nahodné velidiny miize byt napi.
= pocet sourozencti ndhodné vybrané osoby,
» pocet dopravnich nehod na Gzemi hlavniho mésta Prahy za jeden pracovni den,
= pocet zakaznikd ve fronté u pokladny v supermarketu,
* pocet cestujicich, které piepravi metro za 1 hodinu atd.

Statistika v ekonomii 65

Ve viech téchto pfipadech pracujeme s ndhodnou veli¢inou X, kterd nabyva hodnot
z n&jaké konecné nebo spofetné mnoziny {xi, x2, ...}. Casto se pfitom jedna o celodi-
selné hodnoty. V takovém piipadé hovofime o nahodné veli¢ing, kterd ma pravdépo-
dobnostn{ rozd&leni diskrétniho typu, resp. o diskrétni (nespojité) ndhodné veli¢ing.

Na druhé strang miize byt hodnotou ndhodné veli¢iny napfiklad

a  Joba Zivotnosti urfitého zafizeni,

= hmotnost & vyika ndhodné vybrané osoby,

= délka Zivota pravé narozeného jedince,

s chyba vznikla viZenim, méfenim & zaokrouhlovanim atd.

V t&chto. pfipadech pracujeme s ndhodnou veliéinou X, ktera nabyva libovolnych
hodnot z n&jakého intervalu. Pak hovofime o nahodné veli¢ing, ktera ma pravdépo-
dobnostni rozd&leni spojitého typu, zkracené o spojité ndhodné veli¢ing.

Diskrétni nahodna veliina

Definujme nyni diskrétn{ (nespojitou) ndhodnou veli¢inu. Rekneme, ¥e nahodné veli-
¢ina X ma rozdéleni diskrétniho typu, existuje-li konecna nebo spocetnd mnoZina real-
nych &isel {xi, xo, ...} takova, Zze pro kazdé x; z této mnoZmy je pravdépodobnost
P(X = x;) > 0 a soucet viech t&chto pravdépodobnosti pies viechna x; z této mnoZziny
je roven jedné

D P(X=x,)=1. (2.27)

Pravd&podobnosti pro viechny hodnoty z mnoziny {xi, xz, ...} mliZeme znazomit
tabulkou, grafem &i vzorcem. Posledni moZnost se jevi jako zdaleka nejvhodnéj&i.
Funkce P(X =x) se nazyva pravdépodobnostni funkei ndhodné veli¢iny X a vétSinou
se udava praveé tato funkce.

Zname-li hodnoty pravdépodobnostni funkce diskréini ndhodné veliéiny X, snadno
urcime jeji distribudni funkei jako

F(x)=Y P(X=x,}, xR (2.28)

Distribu¢ni funkei ndhodné veli¢iny X v bodé x tedy ziskame jako soucet pravde-
podobnosti pro viechny hodnoty x;, j=1, 2, ..., mensi nebo rovné x. Z uvedené¢ho
vztahu vyplyva, Ze 1 pravdépodobnostni funkce jednoznacné popisuje rozdéleni na-
hodné velig¢iny. Je tedy jedno, zda zname distribu¢ni funkci ¢i pravdépodobnostni
funkci, ob& funkce nam poskytuji aplnou informaci o rozdéleni nahodné veliCiny.
Existuje tudiz jednoznadny vztah mezi distribucni funkei a pravdépodobnostni funkei.
K 1plnému popisu pravdépodobnostniho chovani nam tedy postaduje i znalost pravdé-
podobnostnd funkce.

Jak mbGZe vypadat graf distribuéni funkce diskrétni ndhodné veliciny, je vidét z ob-
razku 2.1.
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Obr. 2.1 Distribuéni funkee diskrétn{ ndhodné velidiny

Jde se o distribuéni funkei ndhodné velidiny X, ktera mé pravdépodobnostn{ funkci

1
Plx) = i

= 0,

x=12..,6,

(2.29)

jinak,

Takovouto ndhodnou veliéinou miize byt tieba vysledek hodu hraci kostkou. Dis-

tribuéni funkce potom nabyva hodnot
(x) 0,
1/6,
276,
3/6,
4/6,
576,
1

2

x<1,

1<x<2,
2<x<3,
3<x<4,
4 <x <5,
5<x<6,
Xx20.

UvaZovana ndhodna velicina se fidi diskrétnim rovnomérmym rozddlenim. U toho-

to rozdéleni nabyva ndhodnd veli€ina X hodnotj =1, 2, ..., »n, kaZdé z nich se stejnou

pravdépodobnosti 1/n. V pfedchozim piikladu je » = 6. Pravdépodobnostni funkce na-

hodné veliCiny X mé pak tvar
P

a distribuéni funkce ma tvar
F(x)y =

ksx<k+l,

X 2R,

(2.31)

k=12,..,n-1,

Y
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Graf na obrézku 2.1 dobfe itustruje tvar distribuéni funkce diskrétni nahodné veli-
¢iny — jednd se o ,,schody* (v tomto pipadé stejné ,,vysoké a dlouhé”, coZ neni obecnd
pravidiem). Navic jsou z tohoto grafu jasné patrné i vlastnosti distribugni funkce.
Spojita nahodna veli¢ina

\“\Néﬂ{)dné veli¢ina X ma rozdéleni spojitého typu, existuje-li nezaporna realnd funkce
Six} takova, Ze pro vSechna redlnd x lze distribudni funkei F(x) vyjadiit ve tvaru

(2.33)

F(x):jc.f(t)dt, —0 < x <o,

Funkce f{x) se nazyva hustota pravdEpodobnosti ndhodné velitiny JX. Vétiinou
mluvime zkracené pouze o hustoté ndhodné veli¢iny. Na rozdil od diskrétni ndhodné
veli¢iny je distribuéni funkce spojita pro viechna redlnd x. Z definice vyplyva, e plati

fy =) (2.34)

dx
ve viech bodech, kde derivace existuje.

Podobné jako u diskrétni veli¢iny je jedno, zda zname distribuén{ funkci &i hustotu.
Obeé funkce plng charakterizuji pravdépodobnostni rozd&leni ndhodné veli€iny a diky
vySe uvedenym vztahim doka¥eme z jedné funkce urdit druhou.

Z definice distribuéni funkce a hustoty pravd&podobnosti plyne

P <X <x)=F(x) - F(x) - | f(x)ebe

)

(2.35)

pro viechna redlnd —oo <x < x; < co. UvaZovana pravdépodobnost je tedy rovna veli-
kosti vySrafované plochy pod kfivkou hustoty, vymezenou body x a x; na obrazku 2.2.
Na obrézku 2.3 je znazornén pribeh distribuéni funkee stejné nahodné veliciny.

flx)

X1 x2
Obr. 2.2 Pravdépodobnost P{x; < X < x3)
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G 1 2 3
Obyr. 2.3 Distribuéni funkce Fi {x) spojité ndhodné veli¢iny

Z definice distributni funkee a Jjejich viastnosti vyplyva, Ze
j F(x)dx=1. (2.36)

Pokud ndhodna veli¢ina X nabyva hodnot z intervaly (a, b), a je tedy fixy=0 pra
X< aax>b,lze pfedchozi vztah piepsat do podoby
b

[7toan=1. (2.37)

Dale pro kazdé reslné x plati
PX=x}y=0. (2.38)
Pak je jiZ zieymé, %e plati i vztah
Py X <x,)=P(x <X <x)=P(x X <x,)=
Fi (2.39)
=Pt <X <x,)=F(x,)~F(x) = [ rixya.

|

2.2.4 Ciselné charakteristiky nahodnych veli¢in

Z predchoziho textu jiz vime, Ze pravdépodobnostni chovéni (pravdépodobnostni roz-
déleni) nghodné veli¢iny X je obecnd uréeno tvarem distribuéni funkce F(x), ato jak
pro spojitou, tak pro diskrétni ndhodnoy veliému. V pfipadé diskrétnf ndhodné veli€iny
miZeme jeji chovani plng charakterizovat pravdépodobnostni funkei P(x), v ptipads
spojité ndhodné veli¢iny hustotou pravdépodobnosti Ax). Ve viech piipadech ndm zna-
lost pifslusné funkce podava aplnou informaci o nihodng velicing X,

Mnohdy se vak jako nanejvys praktické ukazuje shrnuti dtlezitych informaci do

nékolika méalo &fsel, ktera nam ilustruji vlastnosti nahodné veliCiny. Tato &fsla oznadu-
Jjeme jako &iselné charakteristiky ndhodné veliiny.

: Stf\@glgihodn
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Ciselné charakteristiky nahodnych velidin lze rozdglit do Ctyf skupin, a to na cha-
rakteristiky
a) polohy,
b) variability,
¢) Sikmosti,
d) Spicatosti.

™

Na obrazcich 2.4 Jsou znazornény hustoty pravdépodobnostnich rozdéleni ligicf se

e ; ; N .

a) polohou

¢) Sikmosti d) $picatosti
Obr. 2.4 Rizné tvary rozd&leni pravdépodobnosti ndhodné velidiny

N
ota

Stiedni hodnota nahodné veli¢iny X je ¢islo, kolem kterého kolisa vyskyt ndhodné
veliginy. Stiednd hodnota, nékdy &7 oznacovana Jjako ogekdvana hodnota, ndhodné
veliCiny X se znadi E(X). Je to nejdalezitsjsf charakteristika polohy.
Pro nespojitou néhodnou velidinu X Je stfedni hodnota definovana jako
E(X)=3"x P(X = X;), (2.40)

kde x;, j=1,2, ..., Jsou hodnoty, kterych nahodn4 velidina X nabyva s pravdépodob-
nosti PLY = x)) > (.

Pro spojitou ndhodnou veliging X Je stfedni hodnota definovana jako
E(X)= [ x f(x)dx, (2.41)

kde fx) je hustota pravdépodobnosti ndhodné veliciny X,
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Podivejme se, jak vypada stfedni hodnota pro ndhodnou velidinu X s diskrétnim
rovnomérnym rozdélenim

EX)=YxP(x=9=3 -1,
x=1 =1 B R

n n+1
2(1+n:)—7. (2.42)
Vlastnosti stfedni hodnoty
Pii vypoctu stfedni hodnoty se ¢asto pouzivaji jeji vlastnosti, které p¥imo vyplyvaji
z definice a z obecnych vlastnosti sumy a integrélu:
1. E(a)=a.
Stfedni hodnota konstanty « je rovna konstant a.
2. E(bX)=bE(X).
Stfedni hodnota soutinu bX, kde b je konstanta a X ndhodna velitina, je rovna
soutinu 4 a stfedni hodnoty X.
3. E(a+ bX)=a- bEX).
Tuto rovnost dostavéme spojenim prvni a druhé viastnosti.
4. E(X+ Y)=EX)+ E(Y).
Stredni hodnota souétu dvou nahodnych veliéin je rovna souétu stiednich hodnot
téchto veliéin.
5. Ela+ X+ cY)=a+ bE(X) + cE(Y).
Tuto vlastnost dostidvdme spojenim v¥ech predchozich vlastnostf. Podotknéme
jeste, Ze c je konstanta.
6. E(XY)# EQOED).
Obecné tedy stfedni hodnota soudinu dvou ndhodnych velitin neni rovna soudinu
stfednich hodnot téchto veli¢in. Rovnost v tomito vetahu plati pouze za predpokladu
nezdvislosti obou ndhodnych velidin.

JestliZe stfedni hodnota ndhodné velidiny X je &islo, kolem kterého kolisé viskyt na-

hodné veli¢iny, rozptyl urénje velikost tohoto koliséni. Jedn4 se tedy o miru variability.

Rozptyl nahodné velitiny X se ozna&uje jako D(X) &i var(X) a je definovan jako
D(X) = E{[X - E(X)T}. (2.43)

Tento vzorec 1ze snadnou Gpravou pievést do tvaru

D(X) = EX) - [T (2.44)

Casto se pro méfeni variability misto rozptylu pouZiva smérodatna odchylka, kterd

se pocita jako odmocnina z rozptylu.
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Vlastnosti rozptylu
Pfl V)’fpoétu’ rog;ftylu se_stejné Jjako u stfedni hodnoty &asto pouzivaji vlastnosti, které
primo vyplyvaji z definice a z obecnych vlastnosti sumy a integralu:
1. D(Xy>0.
Rogpty[ Vnéhodné velidiny X je nezaporny, pfiem? roven nule mize byt pouze
Vv ptipade, kdy X'je degenerovanou ndhodnoy veli€inou, tedy konstantou — viz dale,
2. D(a)=0.
Rozptyl konstanty je nula.
3. D(bX) = b*D(X).
I}ozptyl soucinu bX, kde b je konstania a ¥ nahodna velidina, je roven soudinu
Ctverce konstanty 4 a rozptyiu velidiny X
4. D(a+ bX) = B*D(X).
Tuto rovnost dostavéme spojenim prvni a druhé viastnosti.
S DX+ Yy = D(X) + cov(X, ) + D(¥).
Rozpt_yl, souétu‘ cll.vou nahodnych veli¢in je roven soudty rozptylil t&chio velitin
a dvojnasobku jejich kovariance, Kovariance je pfitom definovana

cov(X, V) = E{LX - EQY)I[Y - E(r)], (2.45)
€0z lze snadno upravit do tvaru

cov(X, ¥) = E(X.Y) - E(X)E(Y). (2.46)
Kovariance je. nastroj pro m&feni linedrni zavislost nzhodnych velidin, podrobngji
bude tento pojem vysvétlen v ¢asti vénované ndhodnému vektory,
0. D{aX+bY +c)= a*D(X) + 2ab COV(X,T) + b2D(Y),
kde a, b, ¢ jsou konstanty. Tato vlastnost Je spojenim viech predchozich vlastnosti.

- Priklad 2.12

X'a ¥ maji nasledujici stfedni hodnotu a rozptyl: E(X)=-1

) = 18, D(Y)=2. Kovariance t&chto velidin je rovna cov(X,Y) = —3.)

hodnotu, rozptyl a kovarianci nahodnych velitin 7 a Q, které json
0L=X~-Y+1aQ=X+3V+2.

i vypodtn budeme vychazet z vyse uvedenych v] i : i
v ., ych viastnosti rozptyhu. Nejnrve s -
me sttedni hodnoty a rozptyly velitin Z a Q “p Jp podita

EQ=EX) - EX)+1=-1-1+1=-],
HQ)=EX)+3E(Y)+2=-1+342=4,

PO =DE=Y+1) = D) + DY) - 2e0v(X,7) = 184 2 - 2.(-3) = 26,
Q=D+ 3¥+2) = DY) + 9D +2 - 3eov(X, 1) = 1849 .2 +6. (-3)= 15,
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Dile uréime kovarianci velifin Z a Q. Nejprve spoéitidme stfedni hodnotu soudinu na- L\ ;kﬁ"ﬁﬁ"fﬂ?\
. din 7 : - . ]
hodnych veli¢éin Za O ]?E'ffnujme 100P% kvantil pravdépodobnostniho rozdéleni (¢asto hovofime i o kvan-
E(Z ) E [(X -¥Y+D (X +3Y+ 2)] = : tilu ndhodné veli€iny X — rozumime tim veliCinu, majici pifslugné rozdéleni) jako &islo
E(X?+3XY+2X - XY -3Y? -2V + X +3Y +2) = % takové, Ze pro dané P, 0 < P< 1, plati

_ Flxy<pP Fx,+0)y>P
E(X? 42XV 43X +Y-3Y*4+2)= e P 5 P Z 1, (2.51)
( , ) , kde F (s -+ 02 znadi limitu funkce F v bod x, zprava. Z definice Je zfejmé, Ze hodnota
EX)+2E(XY)+3E(X)+ E(Y)-3E(Y*)+2. kvantilu neni jednoznacnd uréena, nebot miZe existovat vice ne jedna hodnota (do-

Musime tedy vypocitat E(X%), E(XY) a E(Y?) konce nekoneéng mnoho hodnot), splitujict vyse uvedené nerovnost.
E(X*)=D(X) + E(XP =18+ 12 =19, Pokud ma nghodn4 velidina X spojité rozdéleni, pak plati

EP)=DN+EYPF=2+1%=3, L Fx,)=P. (2.52)

EQXY) = cov(X,1) + EQX)-E(Y) = -3 1 (-1)-] =4, JG-‘ll dlstrll.)ucn{ fuche nahodné veli¢iny X spojitd a navic rostouci ve viech bo-

Kone&n miizeme dosadit a vypogitat dech’, Je kvantil uréen jednoznacng. $ kvantily spojité ndhodné velidiny se budeme
vyp setkdvat zejména pri testovani hypotéz a konstrukei intervalg spolehlivosti.

EZOy=19+2(4)+3(-1)+1-33+2=2, : TR
Z definice kvantilu je ziejmé, ze kvantil Xy je Eislo, které d&li plochu pod kfivkou

Potom tedy - . .
_ _ _ stoty v poméru P (vlevo od hodnoty kvantilu)a 1 — P (vpravo od hod kvanti
cov(Z,Q) =2~ (-1)4=6. - - Cela situace je zndzornéna na obrazky 2.5. o noty ivantilu).
a

Podivejme se na daldi charakteristiky ndhodné veliginy. Mezi charakteristiky polohy _' : 14 4
dale patii momenty néhodné velidiny a kvantily. )

Momenty ndhodné veliciny

Obecné momenty
Definujme #-2 obecny moment jako
HXY=E(X"), r=0,1,2,.... (2.47)
Nezajimavd je hodnota pro » =0, nebot’ 14(X) = E(X°) = 1. Dosadime-li za r =1, : ‘ —

mame £1(X) = E(X). To znamena, Ze stfedni hodnota je prvnim obecnym momentem : X 2 x 3
néhodné velidiny X. : Obr. 2.5 Kvantil spojitého rozdsleni ~ hustota pravdépodebnosti

Centralni momenty

Ptedpokladejme, Ze E(X) je konetnd stiedni hodnota ndhodné velidiny X. Potom. r-#
centralni mement ma tvar
w(X) = E{X—EX)}, r=0,1,2,.... (2.48)
Nezajimava je opét hodnota pro »=0 & =1, nebot’ wu(X)=1 a m(X)=0. Pro -
F =2 ohdrZime
(X) = E{IX— EXP} = wh(X0) - [EQF, r=0,1,2,.... (249
To znamena, Ze druhym centralnim momentem ndhodné veliGiny X je jeji rozptyl.
Ten miizeme tedy zapsat jako
16(X) = DY) = EQY) ~ [EQOT (2.50)

Casto se uvadgji i centrdlni momenty vy$sich fadi. Lze je nalézt v Marek (2012)." ' Obr. 2.6 Kvantil spojitého rozd&leni - distribuéni funkee

Fx}
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Na obrézku 2.6 je zobrazena distribu¢ni funkce a kvantil x,. Je vidst, ze funkéni
hodnota distribugni funkce v bodg kvantilu x, je rovna P.
Nékteré kvantily maji specidlni ndzvy
hodnota P kevantil nazev
0,5 Xo,5 median
0,25 X025 dolni kvartil
0,75 X075 horni kvartil
0,1;..;09 X015 ---p X0 decily
0,01;...; 0,99 X0,015 -5 X0,95 percentily
Podivejme s¢, jakd je hodnota medidnu pro vybrané nespojité a spojité rovnomeérné
rozdéleni. Nejprve uvazujme rozdéleni ndhodné veli€iny, predstavujici vysledek hodu
hraci kostkou. Jeji pravdépodobnosini funkce je dana vzorcem (2.29) a distribuéni
funkce je dana vzorcem (2.30). Je ziejmé, Ze definici medianu vyhovuje libovelné Eislo
x € {3,4), nebot pro takovouto hodnotu plati
Fx+0)=0,5 F(x)=0,5. (2.53)
Nyni se podivejme na medidn spojitého rovnomémého rozdéleni. Distribuéni
funkce tohoto rozd&leni na intervalu (e, £) ma tvar
F(x) = x<a,

Y7L a<x<f, (2.54)

H

= 1, xzf.
Vzhledem k tomu, Ze plati F(x, 5) = 0,5, dostaneme median z rovnosti
x(],ﬁ —

Z05. 20,5, 2.53
- (2.55)
a tudiz

(2.56)

Hodnoty kvantilii pro spojitou nahodnou veli¢inu mizeme snadno urcit — staci si uvé-
domit, ¥e k distribuéni funkci existuje funkee inverzni. Je tedy
xp=F(P), 0<P<l. (2.57)

Modus
Jako charakteristika polohy se pouZivé i tzv. modus. Znacisc £ ajeto takova hodnota,
pro kterou plati

a) pro diskrétni ndhodnou velicinu
P(X=%)>P(X=x,),

b) pro spojitou nahodnou velicinu

f®=f(x), —0 < x < o0, (2.59)_'

i=1,2, .. (2.58)

o Obr. 2.8 Kladng zeSikmené rozdéleni
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J(%e tedy o hoc'lnotu, ve které nabyva u diskrétni ndhodné velidiny prévdépodob—
nostni funkce maxima nebo u spojité ndhodné veli€iny nabyva maxima hustota pravds-

podf)bvnostl. 7 defimoe je ziejmé, ze podobné jako kvantil, ani modus neni uréen jedno-
znaéné.

Charakteristiky zaloZené na kvantilech
Pfesto'i.e.kvantﬂy jsou pouzivany jako charakteristiky polohy, je moiné pomoci nich
sestrojit i charakteristiky variability. NejSastéji se pouZiva

mezikvartilové rozpéti Xg.75 = X025,

mezidecilové rozpéti X6,90 — X0,10,

mezipercentilové rozpéti X0,99 — X0,01.

Sikmost

C}laraktrerl stl%c‘y gikmosti popisn_lji symetrii ¢i asymetrii pravdépodobnostniho rozdéleni
nahodné veli¢iny X. Rzné seSikmend rozdéleni jsou znizornéna na obrazeich 2.7-2.9.

Obr. 2.7 NezeSikmené (symetrické) rozdélent

Obr. 2.9 Ziporné¢ zefikmené rozdéleni




76 Pravdépodobnost

Jako charakteristika $ikmosti se nejéast¥ji pouzivé koeficient Sikmosti ve tvaru

__#(X) (2.60)
Xy=—""7
o5 (X) [ (X)]yz

Spitatost
Jako charakteristika ¥piéatosti se pouZivé tzv. koeficient Spi¢atosti
4
EACO PN C el AT Y 2.61)
[DOT VDY)

Hodnota —3 nenf ve vzorci ndhodou. Spitatost rovnou 0 (méfeno timto vzorcem)
mé totiZ norméalni rozdéleni — viz dale v piehledu rozdéleni. To znamend, Ze hodnota
uvedeného zlomku ve vyrazu je rovna 3. Pokud tedy od zlomku &islo 3 czd_eéteme;, doj
staneme nulovou gpicatost pro normalni rozdgleni, kte?ré tedvyv E;ehra\:a _]'c“’lkOllSl’ rol}
normy ohledn# $pi¢atosti — normy proto, ze se jedna o nej z{lémej 8 roz_El-elem, teré nd
kazdy, kdo se pravd&podobnosti zabyva. Pokud tedy ma nahodna,vehcm% X s’y.metnc—
ké rozdéleni a au(X) > 0 (resp. aa(X) < 0), znamena to, Ze na k.oncwhvrcv)’zdelem jeprav-
dépodobnostn{ funkce P(X= x) ¢i hustota pravdépodobnpstl f(}i) VC"[SI (resp. mensQ,
nez hustota pravddpodobnosti normalniho rozdélend se stejnou stiedni hodnotou a stej-

nym rozptylem.

o, (X)=

2.2.5 Symetrické rozdéleni
V predchozim textu jsme hovofili o symetrii & asymetn'i pravdépodobqostn}bcz rozdé-
leni ndhodné veliginy X, ale pfesné jsme tyto pojmy zatim nevymezili. Uinime tak
v této kapitole. Budeme vychdzet z prace autordl Likes, Machek (1991).
Rekneme, 7e nahodné veli¢ina X méd spojité rozd&ieni symetrické podle bodu 1,
jestlize pro jeji hustotu pravdépodobnosti f{x) plati

Au—xy=fAutx), —0o<x<co0 (2.62)

Ukézka symetrického rozdéleni je na obrazku 2.10.

fix)

H—X H HEX e
Obr. 2.10 Hustota pravdépodobnosti symetrického rozdéleni
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Neni t€zké spocitat, Ze pro distribuéni funkci plati
Fx)=1-FQu-x), ~—w<x<co, (2.63)
Pro 100P% kvantil xp, 0 < P < 1, tak miizeme psat
Flxp)=P=1-FQ2u-xp), 0<P<l, (2.64)
a odtud
Xi_p= 21— Xp. (2.65)
Polozime-li P = 0,5, dostaneme x; 5 = 1. Tedy plati, Ze medidn je roven bodu syme-
trie x. Totéz plati i pro stiedn{ hodnotu
EX)y=pn (2.66)
To znamena, Ze pro symetrické rozdéleni je stfedni hodnota rovna bodu symetrie .

2.3 Nahodny vektor

Doposud jsme pracovali s jednorozmémou nahodnou velidinou — vysledkem nahod-
ného pokusu, ktery jsme chépali jako hodnotu nahodné veli¢iny, bylo jedno realng
&islo. V mmnoha situacich (1j. nahodnych pokusech) je viak vysledkem nahodného po-
kusu cela p-tice ¢isel. Jako priklad uved'me cenu akeie za jeden den obchodovéni na
burze — midZeme sledovat cenu pfi otevieni burzy, cenu pii uzavien, nejvyssi cenu
béhem dne, nejniZ&i cenu b&hem dne apod. U pacienta, ktery podstoupi vySetieni u 1é-
kafe, maze byt sledovana hmotnost, vy¥ka, teplota a krevni tlak.

Ve viech téchto situacich nepracujeme s jednou nahodnou velidinou, ale s p na-
hodnymi veli€inami X, ..., X;. Tuto p-tici oznatime jako X = (X1, ..., Xp) a budeme
jinazyvat nahodnym vektorem ncho p-rozmérnoun ndhodnou velicinou.

Obdobné jako v jednorozmérném piipadé budeme pracovat s pravdépodobnost-
nim rozd€lenim nahodného vektoru — viz Likes, Machek (1991). Pokud je tedy dan
vztah mezi podmnoZinami p-rozmémého euklidovského prostoru R” a jejich pravdeé-
podobnostmi, pracujeme s tzv. sdruzenym rozd&lenim pravdépodobnosti ndhod-
nych veli¢in X, ..., X,

- 23.1 Distribuéni funkce
- Distribuéni funkei ndhodného vektoru X = (X1, ..., Xp) budeme rozumét realnou funk-

1 F(xs, ..., x,), definovanou jako
o) = PG S X, 0 Xy <), Vi, ..., Xp € R (2.67)
Distribuéni funkee F{xi, ..., x,) vbodech x1, ..., x, vyjadiuje pravdépodobnost, Ze
nahodna veli€ina X; nabude hodnoty mensi nebo rovné x; a zéroveii nahodna velidina
X3 nabude hodnoty mens{ nebo rovné x2, aZ nahodna veli¢ina X, nabude hodnoty mensi

nebo rovné x,. Distribuéni funkei F(xi, ..., ¥p) nahodného vektoru X = (X1, ..., X,)
-0znacujeme jako sdruZenou distribuéni funkei nahodnych velicin X7, ..., Xp. Ana-
logicky jako v jednorozméméin pripadé ma sdruZena distribuéni funkce urité viast-
nosti, které jsou zobecnénim vlastnosti distribuéni funkce jednorozmérné nahodné

veliciny. Polozime-li totiz p = 1, pracujeme s jednorozmérnou nahodnou velidinou.
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2.3.2 Rozdéleni diskrétniho a spejitého typu

Podobné jako v jednorozmémeém pripadé budeme i pro ndhodny vektor rozliovat vi-
cerozmérné rozdéleni diskrétniho a spojitého typu. Nejprve se budeme zabyvat rozds-
lenim diskrétniho typu. V nasledujicich definicich vychézime z Like§, Machek (1991).

Rozdéleni diskrétniho typu
Nahodny vektor X = (X, ..., X,)’ méa rozdéleni diskrétniho typu, existuje-li kone¢na
nebo spoletnd mnozina p-tic reélnych &isel x, ..., x, takova, Ze pro kazdy prvek této
mnoZziny je pravdépodobnost P(X; = x1, ..., X, = x,) > 0 a soudet pravdépodobnosti pro
viechny prvky této mmoZiny je roven jedng,
DD PX =5, X, = x,)=1. (2.68)
X x,

Funkce P(Xi=1x1, ..., X, =x,) se nazyva pravdépodobnostni funkce nidhodného
vektoru X nebo o ni hovofime jako o sdruzené pravdépodobnostni finkci nahodnych
velidin Xi, ..., Xp. Zkréceng ji budeme znadit P(x) = P(x1, ..., xp), kde x = (x1, ..., ).

Stejné jako pro jednu diskrétni ndhodnou veli¢inu i pro diskrétni nidhodny vektor
X=(X, ..., X,) existuje vzdjemné jednoznacény vztah mezi distribuéni funkei a prav-
dépodobnostni funkei, ktery 1ze zapsat ve tvaru

F(x, s x,)= 2 0 2 P(X, =1, .. X, =1). (2.69)

42X JPSIP
Pro p = 2 pak mizeme psat
Play <X, $h,a, <X, 8b)= > > PX, =t,X,=t), (2.70)
q<HEh ay<tyShy
pro viechny P(X7 = 11, X> = ) > 0. Distribuéni funkci p-rozmémého nahodného vek-
toru budeme zkricené zapisovat jako F(x), kde F(x) = F(x1, ..., Xp).

Ptiklad 2.13

V tabulce 2.2 jsou uvedeny hodnoty, kterych nabyvd dvourozmérny nihodny vektor
X= (X1, Xz)' a sdruzené pravdépodobnosti P(X; = x1, Xz = x2). Na t&chto idajich bu-
deme ilustrovat vyie uvedenou teorii.

Tab. 2.2 Sdruzené pravdépodobnosti
X1 b o) 1 2 PXi=x1)
0.28 0,21 0,58
1 0.18 0,07 0,42
P(Xz = x2) 0,46 0,28 1
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Hodnoty pravdépodobnostni a distribu¢ni funkce ve vybranych bodech (x1, x2)
P =PXi=1, X;:=1)=0,18, FLD=PXi <1, X, <1)=0,46,
PR =PX =2, Xa=1)=0, FRD=PX <2, ;<1)=046,
P0,3)=P(X1=0, X;=3)=0,09, F(0,3)=P(X1 <3, X;<3)=0,58,
PAA4)=PX =4, X, =4)=0, F44)=PX <4, Xo<4)=1,
P=12)=PX=-1, X,=2)=0, L) =P -1, X <2) =0,
PO <1, 12X:<2)=049, F25:1)=PX1<2,5 X3< 1)=0,46,
P <1, 1<X<3)=0,24,

Rozdeleni spojitého typu

Naiiholdn}’f vektor X'= (X}, ..., X,) md rozdéleni spojitého typu, existyje-li nezaporna
realna funkce j(x 1, .-, Xp) takova, Ze pro viechna redlng X1, ..., Xp [ze distribuéni funkci
Flxi, ..., %) vyjadfit ve tvaru

Fpnsy)= [ o] fllt) d...dt, . 2.71)

1’7 vunkcev f(x,l’ -+.» Xp) S€ nazyva hustota pravdépodobnosti ndhodného vektoru X ne-
bf) téz s@zena hustota pravdépodobnosti néhodnych veligin X, ..., X,. VEtSinou mhu-
vime zkrécené pouze o sdruzené hustots.

. Ve viech bodech, kde derivace existuje, plati nasledujici vztah mezi hustotou a dis-
tribuéni funkei
8PF(x1,...,xp)
ax, ... fx

r
To znamena, ¢ ve viech bodech, kde derivace existuje, ziskAme hustoty jako

parcialni derivaci distribuéni funkce podle viech proménnych. Je ziejmé, Ze nezélezi

Fesx,) = (2.72)

- a pofadi proménnych, podle kterych distribucni funke; derivujeme.

Z definice distribuéni funkce dostivame

b b
Play <X, <h,...a,<X,<h)= | ...J.f(xl,...,xp)dxl...dxp (2.73)

d

'prokaidé—oo<cy§b;<oo,j:1,2, e P

Déle plati

Tf(xi,...,xp) dx ...
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Ptiklad 2.14
Mg&jme dvourozmérny nihodny vekior X = (X1, X2)' s distribuéni funkci
Flx,x) = (I-em)l-e™), x>0 x,>0,
= 0, jinak.
Urdete hustotu pravdépodobnosti fx1, x2).

ReSeni
Najdeme parcidlni derivace distribuén{ funkci F(x1, x2) podle obou proménnych a ob-
drzime

Fl,x)=

Poté po tprave
flx,x) = e ™, x>0, x>0,
0

0% F{x;,x,) _ (l—e)l—e™%) _fen(l-e™)
Ox Cx, Ox,0x, 0x,

=g |

jinak.

2

2.3.3 Marginalni rozdéleni

Margindlni rozdéleni budeme nejprve definovat pro pfipad dvm,lvroz’mévr’ného néh()(,i—
ného vektoru X = (X,, Xz)’ a poté definici zobecnime pro p-rozmérny prlpad: Pro na-
hodny vektor X = (X, X2)' jsme definovali sdruzenou distnbui:}li fu}1k01, kterra POpiso-
vala pravdépodobnostni chovani celé¢ho vektoru (v tomto prlpade’ obou,n?lgodnyc'h
velidin X; a X; najednou). Casto ns viak zajima pravdépodobnostni ’ch,ov?.m Jed,noti}—
vych sloZek ndhodného vektoru. To v naSem pfipad€ znamend ch?vm?] nfahodne. V?ll-
¢iny Xi a Xa. Pokud tedy pracujeme s pravdépodobnostaim roz{delemm jednotlivych
sloZek ndhodného vektoru, hovotfime o marginalnich rozdélenich.

Necht' ndhodny vektor X = (Xi, Xz)' ma sdruZenou distribuéni funkei F(x1, x2). Pak
marginalni distribuéni funkce F1(x1) ndhodné veli¢iny X; je rovna
F(x)=P(X, le). = xlziEoP(Xl <x,X, £x,)= xilig}cF(x], x,), —o<x < (2.75)

Zecela analogicky obdrZzime margindlni distribuéni funkei I2(xz).

Obdobny vztah jako pro marginalni distribu¢ni funkci obdrzime pro praYdé—
podobnostni funkei v piipadé diskrétniho nahodného vektoru a pro hustotu pravdépo-
dobnosti v piipadé spojitého nahodného vektoru.

Necht tedy ndhodny vektor X = (X1, X2)' mé rozdéleni d.isllstrétm’ho typu a nechf
P(X7 =x1, Xz = x2) je sdruzend pravdépodobnostni funk?e velidin X7 a Xz. Pak margi-
nalni pravdépodobnostni funkce nahodné veliCiny X| ma tvar

P(X, :xl)zzP(X]:xl,Xzzxz). (2.76) .

Statistika v ekonomii 81

Pravdépodobnost P(X, = x1) zapisujeme zkricend Jjako Pi(x1). To znamen4, ¥e mar-
ginalni pravdépodobnostni funkci ndhodné veli¢iny X7 ziskdme tak, Ze sedteme sdruge-
nou pravdépodobnostni funkei pies viechmy hodnoty x; (tedy té ndhodné veliginy, kte-
rou ,,nechceme™).

Obdobné marginalni pravdépodobnostni fimkee nahodné velitiny Xz m4 tvar

P(X, =) =3 P(X, = x, X, =x,) 2.77)

Pro nahodny vektor X = (X;, X5)', ktery ma rozd&leni spojitého typu se sdruzenou

hustotou f{x1, x2), je marginalnf hustota pravdépodobnosti nahodné velid¢iny X, rovna

L= [ foux)deg,  —o<x <. (2.78)
Marginalni hustotu pravdépodobnosti nadhodné veliCiny X; tedy ziskdme tak, ze

sdruzenou hustotu integrujeme pres hodnoty nahodné veliginy X; (tedy veli¢iny, kte-
rou ,,nechceme®). Obdobng

A= | foiady,  o<n<m 279)

Neni t&€zké provést zobecnéni pro p-rozmérny piipad (viz Marek, 2012).

2.3.4 Charakteristiky nahodného vektoru

Stejn¢ jako tormu bylo u jedné nahodné veli¢iny X, budou nas i u ndhodného vektoru
X=X, ..., X)) zajimat &iselné charalderistiky. Ty, jak jiz vime, shronuji v nékolika
mialo &islech informace o pravdépodobnostnim chovani nahodné veli€iny a tedy i na-
hodného vektoru. Nejdiileit&j§imi charakteristikami néhodné veli¢iny X byly stfedni
hednota E(X) a rozptyl D(X). Obdobng tomu bude i u néhodného vektoru. Pro ndhodny
vektor X'= (X1, ..., X;)’ budeme definovat Jeho stfedni hodnotu jako vektor stéednich

- hodnot [E(XY), ..., E(X)]. U rozptylu je situace slozitgjsi. Pro nahodny vektor X pouzi-
vime jako charakteristiku kovarianéni matici. Ta m4 tvar

(2.80)

kde

i = Cov(X;, Xp) = EX[X - EQQIXe — ECOL}, 7 k=1,2,.,p.  (2.81)
Matice X je ¢tvercova matice typu p X p, je semidefinitni a symetricka podle hlay-

o diagonaly, nebot’

cov(X;, X = cov(Xe, X, j,k=1,2, ..., p, (2.82)
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Nen{ t&2ké upravit kovarianci do podoby, kterou pouZivame k vypoctim
cov(X;, Xy = EQG X)) — E(XE(Xy), J.k=1,2,....p. (2.83)
Polozime-li j = k, obdrZime _
cov(X;, X) = D(X), jk=12,...,p. (2.84)
Tzn., e na hlavni diagonale kovariancni matice se nachazeji rozptyly D(X1), ..., D(X})
néhodnych veliéin X, ..., Xp.
Kovarianci 1ze upravit do tvaru korelaéniho koeficientu ndhodnych velidin X; a X
cov(X;, X, )

XX =
P = D)

pro D(X;) > 0, D(X;) > 0. Korelagni koeficient se pouZivd jako mira linedrni zavislosti
nahodnych veli¢in. Je to jedna z nejpouzivangjsich charakteristik v nejriizngjsich sta-
tistickych metodach.

Korelaéni koeficient nabyva hodnot v intervalu {-1; 1). Je-li kovariance v ¢itateli
vzorce korelagniho koeficientu rovna nule, je roven nule i korelatni koeficient
a hovolime o tom, e ndhodné veli¢iny jsou nekorelované (4j. linedrné nezavisié).

k=12,...p (2.85)

Jiz bylo fe¢eno, korelatni koeficient se pouziva jako mira linearni zavisiosti. Je-li
konstanta b > 0, hovoiime o p¥imé linedrni zavislosti (..;roste jedna veliina, pak rosie
i druhé veligina®), v piipadé b <0, jde o nepfimou linearni zavislost (,roste jedna
velitina, pak druh4 velidina klesa*). Cela situace je ukdzana na obrazeich 2.11a)- ¢).

Xy A

X,=a+bX
X, =a+bX,

b<0
p=-1

a) piima linedrnf zavislost b) nepiima linedrni zavisiost

X

¢) linearni nezavislost
Obr. 2.11 Typy linearni zévislosii dvou ndhodnych veli¢in
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Dilezitou charakteristikou ndhodného vektoru je korelaéni matice

(2.86)

Jec}né se o ¢tvercovou matici typu p x p, kde se na misté (7, j) nachazi korelaéni
k?eﬁ01ent PXL XD, L j=1,2, ..., p. Matice je symetricka podle hlavni diagonaly. Na
ni se nachazi korelaéni koeficienty

AKX Xp=1, j=1,2,...p. (2.87)
To znamend, Ze korelaéni matice ma na hlavni diagonale samé jednicky

(2.88)

Jsou-li v8echny kovariance nulové (veliiny Xi, ..., X, jsou nekorelované), plati

AX, X)) =0, j#£k=12,..p. (2.89)
Kowvariangni matice je pak jednotkovou matici

2.3.5 Nezavislost nahodnych veliin-

va:jprve budeme definovat nezavislost pro dvé ndhodné veliéiny. Uvazujme dvouroz-
mérny nahodny vektor X = (X1, X2)" se sdruzenou distribucni funkci F(x1, x2). Nahod-

- né veliCiny X7 a X; jsou nezavislé prave tehdy, kdyz

F(xl,xz):FI(xl) Fz(XQ) (291)

- pro viechna redlnd x1 a x». Jinymi slovy, ndhodné veli¢iny X1 a X3 jsou nezavislé prave

te'hdy, kdyz jejich sdruzend distribucni funkce je rovna soudinu jejich marginalnich
distribugnich funkei.

Déle pro nezavislé nahodné veliCiny plati
Play<X1<b, ap <Xo <) = Pla1 <Xi £ b)) Plax < X2 < by). (2.92)

: I”ro nélylodni ‘Vektor X= (X1, X2), ktery se idi rozdélenim diskrétniho typu, plati,
ze nahodné veli¢iny X7 a X; jsou nezdvislé prave tehdy, kdyz

PlX: =x1, Xo =x2) = PilX) = x)Po(X2 = x3) (2.93)
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pro viechna redln4 x| a x,. Plati tedy, Ze diskrétni nahodné veliCiny X a X2 jsou nezi-
vislé pravé tehdy, kdyZ jejich sdruzend pravdépodobnostni funkce je rovna soudinu
jejich marginélnich pravdépodobnostnich funkef.

Podobné pro nahodny vektor X = (X1, Xa)', ktery se fidi rozdélenim spojitého typu,
plati, Ze ndhodné veliGiny X1 a X jsou nezavislé pravé tehdy, kdyz

Sler, x2) = flxn) foloen) (2.94)

pro viechna redlna x; a x;. Plati tedy, 7e nahodné veli¢iny Xi-a X; jsou nezavislé pravé
tehdy, kdy¥ jejich sdrurend hustota pravddpodobnosti je rovna soucinu jejich margi-
nalnich hustot.

Z nezavislosti nAhodnych velid¢in X\ a Xz vyplyvaji nékteré dalsi vztahy, které nyni-
uvedeme. Predpokladejme tedy nezavislost ndhodnych veli¢in X; a X. Pak plati

a) E(X{X7)=E(X)E(X)),

pokud uvedené stfedni hodnoty existuji (1 a r2 jsou pfirozend ¢isla). Z uvedeného

vztahu plyne i rovnost £(X) %) = E(X1) E(X2).

b) cov(X1, X)) =0. w

Nezavislé ndhodné velifiny jsou tedy nekorelované.

¢) DX+ X2) =DX) + D).
“Vy3e uvedené Gvahy lze zobecnit pro ndhodny vektor X = (X3, ..., Xp), kde p = 3.

2.3.6 Podminéné rozdéleni

Nejprve budeme definovat podminéné rozdéleni pro dvé ndhodné veliCiny. Zacneme

plipadem diskrétniho rozdéleni. : ,
Uvazujme dvourozmérny nahodny vektor X = (X7, Xo)', fidici se rozdé/lianim dis-

krétniho typu se sdruzenou pravdépodobnostni funkei P(Xi = x1, Xz = x2). Podming-

nou pravdépodobnosini funkei nahodné veliciny X1 za podminky, Ze veli¢ina X3

nabyla hodnoty x;, definujeme jako
PX, =x,X,=
P(Xllelexxz): (X, =3, % xz), P{X2=x2)>0. (2.95)
| P(X, =)
Jinymi slovy, podmin&nd pravdépodobnostni funkce nahodné veli¢iny X; za pod-
minky, Ze veli¢ina X> nabyla hodnoty xz, je rovna podilu sdruzené pravdépodobnosini
funkce veli¢in X; a X2 a marginalni pravdépodobnostni funkce veli€iny X..
Zcela analogicky miizeme vyjadit podminénou pravdépodobnostni funkei nihod-
né veliginy X> za podminky, Ze veli¢ina X, nabyla hodnoty x1, jako
P(X, =x,X,=
P(X, :xzpﬂ =x)= (X, =2, = )
PCY =x)
Opét neni t87ké zobecnit uvedend tvrzeni pro p > 2 — viz Marek (2012).

, PXi=x)> 0 {2.96) :
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2.4 Vybrana diskrétni rozd&leni

2.4.1 Alternativni rozd&leni

Rekneme, Ze ndhodna veliina X mad alternativai rozdslend s parametrem 7, jestlize
k3

Jeji pravdépodobnostni funkce m4 tvar
P(x) 7 (l-z)>, x=0,
= 0, jinak, @97)

kde 0 < z< 1. Ndhodna veli¢ina X tedy nabyva pouze dvou hodnot 0 a 1. Parametr 7
palk pfedstavuje pravd&podobnost nastoupeni urCitého sledovaného jevu (pro x= 1
pravda,, ﬁspéch), hodnota 1 — 7 pak pfedstavuje pravd&podobnost, Ze k nastoupeni sle:
dovaného jevu nedojde (pro x = 0, nepravda, neldspéch). To, Ze se néhodna velidina
fidi alternativnim rozdélenim, budeme symbolicky zapisovat X ~ A(z).

Momenty

Stiedni hodnota nahodné velidiny X s rozdélenim A(7) je
BX)=m (2.98)

D(X) = z(1 - z). o (2.99)

rozptyl je roven

242\ Binomické rozdéleni

Nahodnd veliina .X ma binomické rozdaleni e
rozdéleni § parametry » a 7, jestliZe jeji 5n0-
dobnostnf funkce ma tvar y > Jjeji pravdépo

P(x) = n}'rx(l S, x=0,1, m,
)g (2.100)
= 0, Jinak, |
kde ¢ v< 7<1an e N, Parametr 7 (stejng jako u alternativniho rozdéleni) predstavuje
pl:a}vdepodobnost nastoupeni uréitého sledovaného jevu v jednom pokusu, ndhodn4 ve-
hc,:ma A'pak pfedstavuje pocet nastoupeni sledovaného jevu v # nezévislyjch pokusech
T{mtq rozdélenim se tedy ¥idi ndhodn4 velidina X, predstavujici podet vyskyti sledova-l
nehov Jevu v n nezavislych pokusech, jestlize pravdépodobnost vyskytu tohoto jevu je
v }cazdém pokusu stejnd a je rovna témus &islu 7z (vybér s vracenim v piipadé opakova-
nyc.h pokust). To, Ze se nahodna velidina Fidi binomickym rozd&lenim, budeme sym-
_bohcky zapisovat X ~ Bi(n, 7). Nézev rozdéleni pochézi z jeho viastnosti — pravdg-
podobnost P(x) je toti% obecnym &lenem binomického rozvoje [(1 — #) + a]".
P?divejme se nyni na obrdzky 2.12 a 2.13, které zobrazuji pribsh pravdépodob-
ostni funkce pro rizné parametry # a 7
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Obr. 2.12 Pravdép. funkce rozddleni Bi(10; 0,1) Obr. 2.13 Pravdép. funkce rozdéleni Bi(10; 0,5)

Distribu¢ni funkce
Distribuéni funkce F(x) = P(X <x), x € R binomického rozdeleni ma tvar
Fixy = 0, x<0,

|xl

Z(?}R’i(l—ﬁ)ni, 0£x<n, (210])
=0}

- 1 xz=n,

3

kde | x] je cela gast ¢isla x. Hodnoty distribucni funkce, pifpadné ]_10dn0ty Pravdépo—
* dobnostni funkee, Ize snadno ziskat napt. v MS Excel, kiery obsahuje celou fadu funk-
ci pro nespojita i spojitd rozd€leni.
Napt. pro # =10 a 7= 0,5 mi distribuéni funkce tvar uvedeny na obrazku 2.14.

s » °
o |

08 A
06

0,4

i

6,2

a
{} ? T T T ¥ T T

G 1 2 3 4 5 6 Fi
Obr. 2.14 Distribudni funkee rozdéleni Bi(10; 0,5)
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Momenty
Stfednf hodnota ndhodné veli¢iny s rozdélenim Bi(n, 7) je rovna
E(X)=nn, (2.102)
rozptyl je roven
DY) =nxl — z). (2.103)
Vzhledem k tomu, ze 0 < 7 <1, je E(X} > {1 — ME(X) = D(X), plati
E(X) > D(X). (2.104)

e
;

’ -~ . - r
(2.4.3’ Poissonovo rozdéleni

-

Néhodnd veli¢ina X ma Poissonovo rozdéleni s parametrem 2, jestliZe jeji pravdépo-
dobnostni funkce ma tvar
/'LJC
P(x) =—e*, x=0,1,..,
x! (2.105)

=0, jinak,
kde A > 0. Fakt, Ze se nahodna veli¢ina fidi Poissonovym rozdélenim, budeme symbo-
licky zapisovat X ~ Po(A).

Timto rozdélenim se Casto ¥{di ndhodna velidina predstavujici podet vyskyti sle-
dovaného jevu za Casovou nebo prostorovou jednotku, pokud tyto jevy nastivaji na-
hodné v Case a nezédvisle na sob&. ProtoZe parametr A je stiedn{ hodnotou, predstavuje
hodnota A stfedni poéet vyskytu sledovaného jevu.

Pokud nahodnou veli€inou je podet vyskyti sledovaného jevu v uréitém casovém
intervalu délky ¢, pak plati tyto skute¢nosti — viz Hebak, Kahounova (1983):

= Jev muze nastat v kterémkoliv ¢asovém okamZiku.
= Pocet vyskytu jevu béhem ¢asového intervalu zavisi pouze na délce tohoto

intervalu, nikoliv na jeho pocatku. Piitom nezavisi na tom, kolikrét sledovany
jev nastal pfed jeho pocatkem.

® Pravd&podobnost, Ze jev nastane vice nez jednou v intervalu délky ¢, konverguje
k nule rychleji neZ ¢.

* Je-li A stfedni hodnota poctu vyskyti sledovaného jevu za Casovou jednotku,
pak uvedend velifina ma rozdéleni X ~ Po(t1).

Timto rozd&lenim se tedy ¥idi napf. podet zékaznikii ve front& na pokladnu, pocet

o odbavenych cestujicich za jednotku &asu, podet dopravaich nehod na uréité komuni-

kaci za jeden pracovni den, potet signlti na telefonni tistiedné za urdity dasovy inter-
val, poget operaci zpracovanych za jednu sekundu procesorem osobniho pogitace, po-
Cet pojistnych udélosti za jeden rok pro uréity druh poji§téni, podet pteklepi na jednu
stranu textu atd. JiZ ted je zfejmé, Ze toto rozdéleni bude sehravat kli€¢ovou roli v teorii

- hromadné obsluhy (spole&né s exponencilnim rozdélenim tvoti zaklad pro tzv. Pois-

soniiv proces) a pouzivé se tam, kde vznikaji ndroky na uréitou shuzbu nghodnd v Gase.
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Na obrazeich 2.15 — 2.18 je vidét tvar pravd&podobnostni a distribuéni funkce
Poissonova rozd€leni pro riizné hodnoty parametru A a jsou z nich na prvni pohled
Ziepmé 1 vyse popsané skutecnosti,

0,2 - P(x)

96
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¥ 1 2 4 5 &6 7 8 9«x

G

Obr. 2.15 Pravdép. funkce rozdéleni Po(0,5) Obr. 2.16 Pravdép. funkce rozd&leni Po(5)
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Obr. 2.17 Pravd@p. funkce rozdéleni Po(10)  Obr. 2.18 Distrib. funkce rozdélent Po(5)

Momenty
Stfedni hodnota i rozptyl nahodné velidiny X s rozd&lenim Po(A) jsou rovny para-

2
e E(X)=D(X)= A. (2.106)

Aproximace binomického rozdgleni rozd&lenim Poissonovym
V praxi se vétSinou pouZiva aproximace rozdéleni Bi(n, 1) rozdélenim Po(nz), pokud

je 7<0,1 a n>30. Zaroven je tfeba podotknout, e z vypodetniho hilediska ztré.ci_'

v dnesni dobé aproximace ¢istetnd smysl, nebot’ presné hodnoty binomického rozds

leni miZeme v&¥inou bez problémi spoditat i bez specializovanych statistickych pro-
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grami — snadno je 1ze spoditat napt. v MS Excel. Nicméng teoreticky vyznam apro-
Ximace pietrvava a dasto se pouzivé pii nejrizngjsich teoretickych odvozenich a for-
malnich dikazech.

(24.47 Rovnomérné rozdéleni
Néhodn4 veligina X ma rovnomémé diskrétni rozdsleni s parametrem n, jestlize jeji
pravdépodobnostni funkce ma4 tvar

Plx)y = —, x=1,2, s 1,

(2.107)

1
1]
0,

Jjinak.

Fakt, ze se nahodnd veli¢ina Hdi rovnomérnym diskrétnim rozdélenim, budeme
symbolicky zapisovat X ~ R(n).

Jedna se o velmi jednoduché rozdéleni. Jde vlastné o vybér jedné Jjednotky z ko-
necn¢ mnoziny jednotek, kdy kazda Jednotka ma stejnou pravdépodobnost vybran,
Nejlépe ho miizeme ilustrovat na nasledujicim pffkladu, M&me osudf s » koulemi,
z nich kazdd ma jinou barvu. Nahodns vybereme jednu kouli pravdépodobnost, Fe
bude jedna urdita koule vybrana (napt. koule Gervené barvy) jerovnap = l/n.

Na obrizcich 2.19 a 2.20 vidime pravdépodobnostat a distribuéni funkei rovno-
mémeého rozd&leni pro n = 10,

Pix}

O#%\ R B L et r &— T —
012345678910}(—5 o 5 0 i5x

_ Obr. 2,19 Pravdép. funkee rozdglenf R(1Q) Obr. 2.20 Distribugni funkee rozdélen R(10)

- Momenty
* Stfedni hodnota ndhodné velidiny s rozdélenim R(x) je

E(X):flg—l, (2.108)

u 2
D(X)zizy2 (%ﬂJ . (2.109)

=
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2.4.5 Hypergeometrické rozdéleni
Nahodna velidina X ma hypergeometrické rozd&leni s parametry N, M a n, jestliZe jeji
pravd&podobnostni funkce ma tvar

P(x) = —x—%ﬂi x=max(0, M— N +n), ..., min(M, n). (2.110)

Ptitom N, M a njsou ptirozend &isla, 1 <n <N, 1 < M <N.Fakt, 7e se ndhodna velidina
fidi hypergeometrickym rozdélenim, budeme symbolicky zapisovat X ~ Hg(M, N, n).
Pro lepdi pochopeni si predstavme nasledujici model. Mé&me osudi s N koulemi,

ztoho jich M mé uréitou sledovanou vlastnost (napf. jsou Cervené). Provedeme .

nahodny vibér bez vraceni o velikosti # a budeme zkoumat, s jakou pravdépodobnosti
se ve vybéru vyskyiuje x kouli se sledovanou vlastnosti (x Cervenych kouli).

Momenty
Stfedni hodnota ndhodné veli¢iny X s rozdélenim Hg(M, N, n) je

E(X)zng, (2.111)
N
rozptyl je roven

1-— .
NJN-1
Pro z= M/N je stfedni hodnota hypergeometrického rozdéleni stejnd jako stfedni

hodnota rozdéleni Bi(n, 7). Jaky tvar ma pravd&podobnostni a distribu¢ni funkce to-

hoto rozdéleni je vidét na obrazcich 2.21 a 2.22.

D) =n— (2.112)

M[ M}N—n

1_ ....ac--i.
Pix}
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Obr. 2.21 Pravdép. funkce rozdgleni Hg(20,100,40) Obr. 2.22 Distrib. funkce rozdéleni Hg(20,100,40)
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2.5 Vybrana spojita rozdéleni

Se spojitymi rozdélenimi se budeme velice éasto setkdvat v matematické statistice.
T&chto rozdéleni je velké mnoZstvi, my se omezime na piehled téch nejpouZivangjiich.

/’/;h;‘\ b4 r .y r b4 r
(2.5.1> Rovnom&rné spojité rozdéleni

Rekneme, Zze nahodnd veli¢ina X mé rovnomémné spojité rozdélent s parametry «a g
JestliZe jeji hustota pravdépodobnosti m4 tvar

1
J@ = gy ek, (2.113)
= 0, jinak,
kde ara S jsou redlnd ¢isla. Fakt, Ze se ndhodna velidina fdi rovnomérnym rozdélenim,
budeme symbolicky zapisovat X ~ R(e, 5.

Specialnim pfipadem je rovnomérné rozdéleni na intervalu (0,1), které ma hustotu
pravdépodobnosti

Jf(x) L, O<x<l,

2.114
0, jinak. ( )

Distribuéni funkce
Distribu¢nd funkce F(x) rovnomémého rozdslenf mé tvar
F(x) 0, x<a,

X—&

, a<x<p, (2.115)

= 1, xzf.

Rovnomémé rozdéleni se pouZiva pro modelovéani doby ¢ekani na udélosti, které
nastavaji pravidelné v ase (doba Cekani na pHjezd metra, kdy? ndhodné pfijdeme na
stanici, doba gekani na zpravy v kazdou celou hodinu, pokud nahodng zapneme radio
atd.). Hodnoty nahodné (resp. pseudondhodné) veli¢iny s rozdélenim R(0, 1) je vétgi-
nou mozn¢ vygenerovat v riznych programech (nap¥. MS Excel) a tyto pak sloui jako
zaklad pro generovani ndhodnych veliéin z dalgich rozdéleni,

Na obrazeich 2.23 a 2.24 je ukézka hustoty pravdépodobnosti a distribuéni funkce
rovaomérmeho rozdéleni na intervalu (2, 10). Je vidét, Ze hustota tvofi vlastnd obdél-
ntk, jehoz plocha je rovna jedné. Pravdépodobnost, Ze nahodn4 velicina s rozdélenim
R(2, 10} nabude hodnoty z uritého intervalu, je potom déna plochou obdélniku, vyme-
zeného krajnimi body tohoto intervaltu, osou x a hustotou pravdépodobnosti. To samo-
zfejmé velmi usnadiiuje vypodet.
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Obr. 2.23 Hustota pravdép. rozd. R(2, 10) Obr. 2.24 Distribuéni funkee rozd. R(2, 10)

] T 1 i T

Momenty
Stfedni hodnota ndhodné velidiny s rozd&lenim R( e, f) je

E(X);“;ﬂ, (2.116)

rozptyl je roven

D(X):%“—)Z. (2.117)

1252 Normélni rozdéleni
Normalni rozdéleni je bezesporu nejdileZitd$im rozdélenim ze viech pravdgpodob-

nostnich rozdéleni. Hraje zcela zasadni roli jak v pravd&podobnosti, tak v matematické
statistice, a to jak v oblasti teoretické, tak v oblasti praktické.

Néhodna veli€ina X' m4 normalni rozdéleni s parametry zza o2, jestliZe jeji hustota
pravdépodobnosti ma tvar
1 —{x—p)?
f)=—p=c 2 |  _—co<x<+tom, (2.118)

o2

kde —oo < gt < +o0, o® > (). Fakt, Ze se ndhodnd velidina fidi normalnim rozdélenim,

budeme symbolicky zapisovat X ~ N(y, ¢%). Normalni rozdsleni je symetrické, jeho
hustota pravdépodobnosti je symetricka kolem bodu g Nékdy je toto rozdéleni ozna-
¢ovano jako rozdéleni Gaussovo ¢&i rozdéleni Laplaceovo-Gaussovo.

Jak hodnoty parametrii ovliviiuji konkrétni tvar hustoty pravdpodobnosti, vidime
na obrazcich 2.25 — 2.28. Zatimco parametr g uréuje polohu rozdéleni na re4lné ose,

parametr & uréuje konkrétni tvar hustoty (variabilitu). Na obrézku 2.25 je zobrazena
hustota pravdépodobnosti normalniho rozd¥leni s parametry 0 a 1.
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-4

8 x
Obr, 2.26 Hustota pravdépodobnosti rozdgleni NO, DaN4, 1)

Na obrazku 2.26 jsou hustoty normalniho rozdéleni, ligiciho se polohou - tj. hod-
notou parametru z Hodnota parametru o2 Je v obou pfipadech stejnd. Nésleduje obra-
zek 2.27 tH hustot normélniho rozdéleni se stejnou polohou (1. se stejnou hodnotou
parametru 1) a rlznou variabiliton (4. riznou hodnotou parametru o). Na obrazku

228 jsou dvé. husffoty normalniho rozd&leni, li¥ici se polohou (t]. s rznou hodnotou
- parametry #) 1 variabilitou (4. s riznon hodnotou parametru %),

6 x
Obr. 2.27 Hustota pravdépodobnosti rozdélen] N(0; 0,64), M0, 1) a MO, 2)

-6
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Obr. 2.28 Hustota pravd&podobnosti rozdéleni MO, 1) a N(2, 4)

Normované normalni rozdéleni

PoloZime-li hodnoty parametrii = 0 a & = 1, obdrzime tzv. normované nvorm’élmrrpz-—’
déleni N0, 1). Polkud ma ndhodna veliéina U/ normované normalni rozdéleni, ma jeji
hustota pravdépodobnosti tvar

uw?

| o7 m<y<to (2.119)

@(u) = N

Toto rozdéleni je symetrické kolem bodu & = 0, a proto miizeme psat
P—u) = @u),  —oo<u<tmw. (2.120)
Protoze hodnoty parametrd 0 a 1 jsou spife vyjimelné, je tfebg najit vaﬁsob, jak
od obecného normalniho rozdéleni (s libovolnymi parametry) piejit k rozdélent nor-
movanému. Postup, ktery tento pfechod umoZituje, je normovani. Pokud ma ndhodna

velidina X obecné normdlni rozdéleni s parametry g a o, pak nahodnd veli¢ina
X-u
U=
o
ma normované normalni rozdélenf M0, 1). Je zfejmé, Ze z tohoto vztahu miZeme vy-

jadtit ndhodnou veli¢inu X ve tvaru
X=oU+y, (2.122)
coZ nam umozZni piejit od rozd&leni N(0, 1) k obecnému rozdéleni My, o).

Distribuéni funkce
Distribuéni funkei normovaného normalniho rozdéleni budeme znadit symbolem @.
Pro toto rozdéleni — diky symetrii kolem bodu g= 0 — obdrzime

Du)=1— H—), —oo<y<-+m, (2.123)
a dale

F(x):@[x;’“‘], o0 < x < +o0, (2.124)

@.121)
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Tento vztah budeme Gasto vyuzivat pi vypoctu konkrétnich hodnot pravdépodob-
nosti. Jelikoz uvedené integraly nejdou explicitn€ vy¢islit, jsou hodnoty distribuéni
funkee normovaného normélniho rozdéleni tabelované, a lze je nalézt ve statistickych
tabulkach i udebnicich statistiky. Stagi pritom tabelovat hodnoty distribuéni funkce
pro u >, hodnoty pro u < 0 se ziskaji diky symetrii rozdéleni.

Momenty
Stfedni hodnota nahodné velitiny s rozdélenim My, o) je

EX) = p, (2.125)
rozptyl je roven

DXy= . (2.126)
Stfedni hodnota a rozptyl jsou tedy pimo parametry rozdéleni. Jak jiz bylo vidét
z pfedchozich obrazki, parametr uréuje polohu a parametr ¢ urduje variabilitu.

Kvantily
Z definice kvantilu Ize pro 100P% kvantil u» normovaného normalniho rozdeélent psat
Pup) =P, 0O<P<I, (2.127)
Ze symetrie rozdéleni M0, 1) déle vyplyva, e
ty_p=—tp, O<P<]. (2.128)
Piejdeme-li nyni k obecnému norméinimu rozdg&leni My, %), plati

P:F(xp):@(xp_ﬂ) (2.129)
(o2

Odtud je jiz zfejmé, Fe plati
0<P<1, (2.130)

a tedy

p=ptou, O<P<]. (2.131)
Hodnoty kvantili normovaného normélniho rozdéleni 1z¢ opét nalézt v tabulkéch, pii-

temzZ (z diivodu symetrie rozdélen) se publikuji pouze hodnoty kvantili pro P>0,5.

Linedrni kombinace nezavislych ndhodnych velitin s normalnim rozd&lenim

Casto nas zajiméd nejen rozd&leni nahodnych veliin jako takovych, ale také rozdsleni
Jejich soudty pifpadné priméru. Pro nahodné veliiny s normalnim rozddlenim plat,

.iZe jejich lnedrni kombinace ma opét normélni rozdéleni, Specidlng tedy, pokud

s .., Xy jsou nezdvislé nahodné velidiny 7 rozdéleni My, o), ma
® ndhodna velitina Y= X, rozddleni N(ny, na),
® nihodnd velicina ¥ =37 X, /n rozdéleni Ny, 6¥/n).
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X253 Logaritmicko-normalni rozdéleni
Rekneme, Ze nahodna veli¢ina X ma logaritmicko-normalni rozdéleni s parametry u
a 0%, —0 < u< too, o > 0, jestlize jeji hustota pravdépodobnosti ma tvar
1 —(lnzx;;ff
J@) = e x>0, (2.132)
= (), x=0.

Fakt, 7¢ se nahodna velidina fidi logaritmicko-normalnim rozdélenim, budeme
symbolicky zapisovat X ~ LN(t, &°).

Toto rozd&leni se pouziva velmi Sasto pro modelovani mezd i obecné pifjmi oby-
vatelstva, uplatiiuje se i v oblasti pojistovnictvi pro modelovéni vySe 8kod. Jiz z jeho
nazvu vyplyvé pifbuznost s normalnim rozdélenim. UvaZujeme-li totiz ndhodnou veli-
ginu ¥ =In X, kde X ma rozdéleni LN(z, o), mé ndhodna velitina ¥ rozd&leni N(y, o).
Naopak, pokud mA ndhodnd veli¢ina ¥ rozd&leni Ny, o), ma velitina X = exp(¥) roz-
déleni LN(z, °). Na rozdil od normalniho rozdéleni s¢ jedna o rozdéleni asymetricke,
jak je ostatné patrné i z obrazku 2.29.

0,5
fix) |
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G T
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Obr. 2.29 Hustota pravd&podobnosti rozdéleni LN(0,5; 0,4).

Momenty
St¥edni hodnota nahodné velidiny s rozdélenim LN(y, o) je

E(X):exp(,uﬁ-%z—}, (2.133)

rozptyl je roven

D(X):exp(2y~%0'2)[exp(02)—1]. (2.134)

Stfedni hodnota a rozptyl v tomto piipadé tedy nejsou piimo parametry rozdélent,;

jsou pouze funkci téchto parametri. Nicméng neni t&€2ké wréit, 7e

A
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p=InE(X)? - , (2.135)

In E(X?)
2

> _q [ E(X?)
o ln(E(X)zJ- (2.136)

Pro kvantily lze snadno odvodit, Ze plati
xp=exp(u+ oup), 0O0<P<l, (2.137)
kde up je 100P% kvantil rozd&leni N(0, 1).
Tvar distribuéni finkce vidime na obrazku 2.30.

i
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Obr. 2.30 Distribu¢ni funkce rozdslent LN{0,1; 0,16)

(254 Exponenciilni rozdéleni
Rekneme, Ze néhodnd velid¢ina X md exponencidlni rozdéleni s parametry 4 a &,
—0 <A <+, 5> 0, jestlize jeji hustota pravdépodobnosti mé tvar

| b

J(x) = "éte e, x> A4,

= 0, x< A

(2.138)

.F akt, Ze se nahodn4 velidina fidi exponenciglnim rozdélenim, budeme symbolicky
zapisovat X ~ E(A, 8).
. Toto ,rozdelem se pouziva velmi ¢asto v teorii spolehlivosti a Zivotnosti, v teorii
. Oma'(_ine obsluhy (spolu s Poissonovym rozdélenim tvoH tzv. Poissoniv proces),
V teorii obnovy, v oblasti modelovani vye skod v nezivotnim pojisténi apod.
. Q ’tomto rozdéleni se k4, e tzv. ,,nemd pamé&t™. Pokud jako ndhodnou velidinu X

n .. .. < s . < "

Hanacime zivotnost (dobu Zivota) néjakého zatizeni, pak pravdépodobnost, Ze zafizeni,
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které pracovalo bez poruchy a hodin, bude pracovat bez poruchy jesté alespofi dalsich
x hodin, je rovna pravdépodobnosti, ze zatizeni, které jest¢ nebylo v provozu, bude
pracovat alespott x hodin. To znamend, e zafizeni jako by zapomnélo jiz odpracova-
nou dobu. Takovéto zafizeni se v praxi vyskytuj{ viude tam, kde k porucham dochazi
ze zcela ndhodnych (&asto vngjdich) pficin a nikoliv v disledku opotfebeni (mecha-
nické opotiebeni, Gnava materiatu apod.). Jedn4 se ¢asto o dobu Zivotnosti elektronic-
kych zafizeni. Tuto vlastnost maji napf. poditatové paméti, procesory apod. Pokud
dochazi k opotiebeni, je mo#né Zivotnost modelovat nékterymi daldfmi pravdépodob-
nostnimi rozdélenimi.

Obecné plati, Ze toto rozd&leni je vhodné k modelovani doby vyskytu mezi jed-
notlivymi udalostmi, které nastdvaji ndhodné v Case. Casto se jedna o poZadavky na
uréitou sluzbu — poZadavky na pfistdvaci drahu na letiftich, poZadavky na obsluhu
automati (turnikety, telefonni ustiedny) atd.

Podivejme se nyni na tvar hustoty pravd&podobnosti pro rtizné hodnoty parametrit

A a &naobrazku 2.31.

Obr. 2.31 Hustota pravdépodobnosti rozd&leni £(0; 0,1) a £(10; 0,1)

Je ziejmé, Fe parametr 4 je pouze posunuti hustoty, jeho zména tedy ovliviiuje:
polohu, ale nikoliv samotny tvar hustoty. Pokud je 4 =0, byvé fasto exponencialni

rozdéleni oznatovano jako £(S) a micky se pfedpoklada nulovost parametru A.

Distribucni funkce

Distribuéni funkce exponencidlniho rozdéleni ma tvar
—(x=A)

F(x) = Tf(z)dr:l-e 5 x> A,
A

= 0, x< A,
Jeji tvar pro 4 = 0 a &= 10 je znazornén na obrazku 2.32.
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Obr. 2.32 Distribu¢nf funkce rozd&leni E(0, 10)

Kvantily
Pro 100P% kvantil x, exponencidlniho rozdsleni B4, 6) miZzeme psat

Xp=A-dn(l-P), 0<pP<].
Pritom 140
| -In(1-P), 0<P<], (2.141)
je 100£% kvantil rozd&leni £(0,1). To znamena, e pro medidn plati

Xos=A+An2) =4 +0,693 158 (2.142)

Momenty

Stfedn{ hodnota ndhodné veliginy s rozd&lenim E(4, d) je
EX)y=4+35, (2.143)

D{X)= 5= 2.14
Rozptyl tedy nijak nezdvisi na parametru 4. =10

rozptyl

2.5.5 Rozdéleni chi-kvadrit

Néhodn4 veligina X m4 rozd&leni chi A jestli
. i chi-kvadrat s parametrem v, jestlize jeji hu -
dépodobnosti m4 tvar : Jeprusiota prav

1

22 axn | — x

y P 5 s X > 0,

21//21-' e

> (2.145)

0, x<0.

Rozdé}eni Je tedy jednoparametrické, parametr v se oznacuje jako stupefi volnosti.
Toto rozdéleni budeme znadit (V.
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Kvantily

Hodnoty 100P% kvantilu xp chi-kvadrat rozd&leni y*(1) neni snadné spoditat, a proto
byvaji tabelovany nebo se urcuji numericky.

Momenty

Stfedni hodnota nahodné veliGiny s rozdélenim #*(v) je pak
EX)=v, (2.146)

a rozptyl je
D(X)=2v. (2.147)
Jak hodnota parametru v ovliviiuje tvar rozdeleni, je vidét na obrazku 2,33,

6,1 -
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Obr. 2.33 Hustota pravd&podobnosti rozdélent 32(10), 2(20) a 4*(30)

Dale uvedeme nékolik tvrzeni, kterd jsou uziteCnad v matematické statistice. Vyu-

Zijeme je zejmeéna pii testovani hypotéz. Tvrzeni uvedeme ve formé vlastnosti, pfesnou

formulaci 1ze nalézt v Marek (2012).

Vlastnosti :
= Pronezavislé ndhodné velidiny X, ..., X s rozdélenim MO, 1) plati, Ze nahodna
velidinag ¥=X* + ... + X,” md rozdélen{ * o » stupnich volnosti.
Pro nezavislé ndhodné veli¢iny X a Z s rozdélenim »*(n) a 3*(m) ma nahodna
veliGina Y= X+ Zrozdéleni y? o n + m stupnich volnosti.
Necht' X1, ..., Xy jsou nezavislé ndhodné velidiny s rozdélenim My, o). Oznag:
me §* =" (X;-X) /n-1,kde X =37, X, /n.Pak plati '
a) (n—1)8%c mapron>1ac®>0rozdleni y(n— 1),

b) pro n > 1 jsou velitiny X a S° nezdvislé.
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':'//4 - A} W

.i;gé,ﬁ’ Studentovo rozdéleni (t-rozdéleni)

Nahodna veli¢ina X ma Studentovo rozdéleni (t rozdéleni i L]
Nahodr eni} o » stupnich vol -
liZe jejf hustota pravdépodobnosti m4 tvar ) ’ vomosth jest

F(n—f-_]] _atl
N
S0 = 2L [1 —] .

kde # je pfirozené &slo. Toto rozdsieni budeme znadit #(n).

Jak pocet stupiiil volnosti ovliviiuje tvar rozd&leni, je vidét na obrazku 2.34.

. -y <o, (2.148)

Fix

Studentovo rozd&leni poprveé pouzil W. 8. Gosset, ktery vystupoval pod pseudo-

: n)’/n}zm Sturdent (Od'fufi, ndzev rozd&leni). Toto rozdéleni se pouZziva zejména pfi testo-
- vanl hypotez — velka ¢4st testovych statistik ma pravé toto rozdéleni (viz kapitola 3).

Na obrdzku 2.34 je vidét, % se jedna o symetrické rozd8leni kolem bodu x = 0.

'_Zwtohotfa fiﬁvodu plati pro hustotu vztah f{x) =H—x), -0 <x < oo, Jeho tvar napadné
.. prlvpm’mna hustotu pravd&podobnosti normovaného normalniho rozdéleni A0, 1). Pfi
uréeni hodnot 100P% kvantilu z, ¢ ~rozddleni vyuzivime symetrii kolem boduy E) Hod-

oty kvantilii jsou tabelované, pficemsz plati

—to(1) = 1, 5(n), 0<P<l. (2.149)

Stfedni hodnota existuje pro n>1 ajerovna

0zptyl existuje pro # > 2 a je roven (2.150)

1

DOx) ="

(2.151)
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Vzhledem k tomu, Ze se jedna o jednovrcholové symetrické rozdéleni kolem bodu 0,
Jjsou si rovny stfedni hodnota, median 1 modus a miZeme tedy psat

E(X)=t,5(n)=£=0. (2.152)

Podobnost s normalnim rozdélenim

Na obrazku 2.35 je vidét, Ze mezi hustotou ¢ rozdéleni s 10 stupni volnosti (carkcgvana
¢ara) a hustotou normovangho normainiho rozdéleni (plna &ara) neni vellky rozdil.

Obr. 2.35 Hustota pravd&podobnosti rozdéleni 10} a M0, 1)

Konce ¢ rozdéleni viak klesaji k nule pomaleji, neZ je tomu u nom:ovaneho nor-
malntho rozdéleni. Toho se vynZiva zejména pii testovani hypotéz, kdyZ se pracuje s ¢

rozdélenim testové statistiky. Rozdil mezi hustotami obou rozdé&leni bude_ men%i
a mensi pii rostoucim ». Budeme-li pracovat s velkym poétem stupfiti VOh’lOS'tl .(napr. |
n = 20), je rozdil zanedbatelny. Naproti tomu, pfi malém podtu stupiitt volnosti, je roz-

dil mezi ob&ma hustotami mnohem vyraznéjsi. To dokladaji obrazky 2.36 a 2.37.

&

2 ) I ! 5%

Obr. 2.36 Hustota pravdép. rozd. #(20) a M0, 1) Obr. 2.37 Hustota pravdép. rozd. £2) a M0, 1):
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I pro toto rozdéleni uvedeme dvé tvrzeni, kterd jsou uZitena v matematické statis-
tice. Tvrzeni uvedeme ve formg vlastnosti, pfesna formulace je v Marek (2012).

Vlastnosti
® Pro nezavislé nahodné veliciny X a Z takové, ze X~ N(0, 1) a Z ~ 2(k), mé na-
hodnd veliina T Studentovo rozdéleni s & stupni volnosti
X

NZ Tk

* Pro nezdvislé nahodné velitiny Xi, ..., X, 7 rozdsleni My, o), kde n>2
a ¢® > 0, m4 nahodna velidina 7 Studentovo rozdéleni s 7 — 1 stupmi volnosti

r:X;”JE.

% 2.5.7 Fisherovo-Snedecorovo rozdéleni (F rozdéleni)

Néhodnd velitina X md Fisherovo-Snedecorovo rozdéleni (#7 rozdgleni) o m a n stup-
nich volnosti, jestliZe jeji hustota pravdépodobnosti m4 tvar

=)

m "™’ i moy 2
Sx) = MF(@]F(”J[;] ™ 1(1+;x] >0 2.153)
2 2

= 0) x< 0,
kde m a n jsou pfirozena &sla. Toto rozdéleni budeme znadit F(m, n).

Toto rozd&leni se pouZivd zejména pHi konstrukei intervald spolehlivosti a pif tes-
tovani hypotéz — nikteré testové statistiky maji pravé toto rozd&leni. Jedna se zejména

- 0 testy tykajici se rozptyhu, nékteré testy v regresni analyze apod.

£ rozd&leni je kladng zedikmené jednovrcholové rozdéleni s¢ dvéma parametry,
které nazyvame stupns volnosti. Jejich hodnoty vyrazné ovliviiuji tvar rozdéleni, jak
Je vidét na obrazku 2.38. Tvar distribudn{ funkee tohoto rozdéleni je na obraziy 2.39.

1 -
Fix)
0,8 -
06 -

0,4 A

02

0 4 . T o; = 5 .
o 3 4 x o 1 2 3 x
Obr. 2.38 Hustota pravd, rozdgleni Fi (30, 15} Obr. 2.39 Distribuéni finkce rozd&l. F (30, 15)
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Néhodnou veli¢inu s F-rozd&lenim obdrZime, pokud délime dvé nezavnilf: na}lodlz‘e
y e s y N
veli¢iny s y’-kvadrét rozdélenim, kazdou z nich pfitom d&lime poétem stupid volnos

Vlastnosti |
* Pro nezavislé ndhodné velidiny X a Z takové, e X~ ;f(m) azZ-~ f(n), mé
nahodna veli¢ina F'= (X/m)/(¥/n) rozdéleni F o m a » stupnich volnosti. 2
Necht' Xi, ..., X, jsou nezdvislé ndhodné Veliéifly ?rozdélegli Niga, ;712)
al, ..., Yn jsou nezavislé nahodné velidiny z rozde}em. N, O:z )‘, k’de n =2,
m=>2, 0" >0a &> 0. Predpokladejme, e oba vybéry jsou nezavislé. Pak na-
hodnd veligina Z = Sy’/Sy* ma rozdéleni F(n — 1, m — 1).

Kvantily - o
Hodnoty kvantild jsou tabelovény. Pti uréeni hodnot 100P% kvantilu frrozdéleni

vyuZivame nasledujici vlastnost. Pro kvantily # rozdéleni plati vztah
-1 0<P<1. (2.154)
fP (m,n) - _ﬁ_P (n,m)

Momenty
Stfedni hodnota existuje, pokud # > 2 a je rovna

n 2.155)
X)= ; (
E(X) —

rozptyl existuje pro # > 4 a je roven

2 (m+n-2) (2.156)
D(X)* m(n_z)Z(n_4) ’

2.6 Limitni véty

ii & i avaji kli¢ 1lohu tzv. limitni véty . Jednd se o zikon
V teorii pravdépodobnosti sehravaji klitovou i imi ty . J se o zdkon
ve]l&ich%l’sel (ZVC) a centralni limitni vétu (CLV). Obé véty existuji v nejrizngjsick

podobéach. Nézev t&chto vét je dasto spojovan s jejich autorgf a jedyotﬂlivé zns“:ni‘ll t1‘11{519 ;
zhruba totéz, lisi se vak pomémé vyrazné sflou predpokladi. :Fake dukazg e ! :;) ]:Zf:.
byvaji rilzné sloZité — opét jsou poplatné pouzitym predpokladim. Pokud y se Cte

0 1¢to Casti teorie pravdépodobnosti chtél dozv&dét vice, doporudujeme publikace Rao

(1978), Rényi (1972). My uvedeme pouze n&kolik zdkladnich znéni téchto vt a SOU=

stfedime se spiSe na véty s jednodus¥imi predpoklady.

AZ doposud jsme pracovali s jednotlivymi ndhodnymi veliinami & s néhodnynn:_

vektory. V nasledujicich tvahach budeme pracovat s poslollpnostmvi m'l,hodnich veli
¢in, piipadné s posloupnostmi jejich pravdépodobnostnich rozdélent.
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Obecng nés tedy bude zajimat, zda posloupnosti ndhodnych veli¢in nevykazuji pii
rostouctm » ureité obecnd vlastnosti, které nebudou zavislé na konkrétnim pravdé-
podobnostnim rozdélen{ puvodnich ndhodnych veligin.

Pripomeiime v této souvislosti pojem stabilita relativeich Cetnosti. Tuto stabilitu

zhruba mterpretovat tak, Ze se zvysujicim se poctem realizaci ndhodného pokusy
S€ pozorovana relativni Getnost {empiricka velidina) ustalovala na urgité hodnoté (teo-
retické veli¢ing), kterou jsme nakonec vyuzili pti definici pravdépodobnosi. Podobné
1 zakon velkych &isel fikd, Ze za jistych podminek se empirické charakteristiky budou
blizit svym teoretickym prot&jskim.

Centraln{ limitnf véta hovoff o tom, jak se pi velkém # chova thmn ¢i primér ne-
zavislych nahodnych velisin,

K tomu, abychom obg vety definovali presnéji, potfebujeme zavést nove typy kon-

vergence. V pripads ZVC se Jednd o Kenvergenci podle pravdépodobnosti a v pii-
padé CLV o konvergenci v distribuci.

V celé Easti vénované limitnim vétam pfedpokladejme, ze Je plirozené ¢islo, tedy
Ize psdt # € N. Tento piedpoklad jiz nebudeme v Jjednotlivych vétach znova opakovat.

Konvergence podle pravdépodobnosti

Necht’ {X,} je posloupnost adhodnych veligin. Rekneme, Ze posloupnost 1X} konver-
guje k a podle pravd&podobnosti, jestlize pro kazdé &> 0 plati

lim P(|X, -] > £)=0. (2.157)

H—00

Uvedend limita tika, 7o pravdépodobnost absolutni odchylky od a konverguje k nule
Pro s rostouci nade viechny meze. Je tieha s1 uvédomit i to, Ze se nejedna o klasickou

onvergenci, ale o konvergenci pravdépodobnostni. Tuto limity 17e zapsat také jako
lim P(| X, -aj<e)=1, (2.158)

H—>00

2.6.1 Slaby zikon velkych &isel

Necht {X.} je posloupnost nahodnych veli¢in a 6~ E(X,)} je posloupnost odchylek
veli€in X, od svych stiednich hodnot E(X,). Polozme

1 I
.Z,, :;; [x, ~E(X,)]. (2.159)

a

ekneme, e pro posloupnost {X,} plati slaby zdkon velky Cisel, jestlize posloup-
nost {Z,} konverguje k nule podie pravdépodobnosti. Tim., Ze pro kazdé &> ¢ plati

Fl=—>00

lim P ii!:XjﬁE(X}.)] >g|=0. (2.160)
LA :
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Je tieba si uvédomit, co tento vyraz znamend. Uvedenou limitu lze totiZ piepsat do
tvaru

L 1 L
lim P[|Z,|> ¢]= nm}{ L > X, -~ D EX)) } 2e=0.  (216])
A= H—y00 b3 = n =)

Jinymi slovy, aritmeticky primér X, =%, X, /n konverguje podle pravdépo-
dobnosti k aritmetickému priméru ze sttednich hodnot 377 E(X )}/ #.

Hovoiime o tzv. slabém zikonu velkych &isel. Existuje i silny zakon velllq'fch’éisel.
Obé verze ZVC se odlisuji predeviim typem konvergence. Zatirpco u slabého zikonu
hovoiime o konvergenci podle pravdépodobnosti, u Silnél}o ?akonu bycth praco-
vali s konvergenci ve smyslu skoro jisté. Budeme se nyni vénovat podminkam, za

kterych ZVC plati.

Cebysevova véta
Necht {X,} je posloupnost nahodnych velidin s koneénym rozptylem a nulovou kova-

rianci, tedy pro né plati o
DX)<K a cov(X;, X) =0, i#55Lj=12,..,
kde K < co. Pak pro posloupnost {X,} plati slaby zdkon velky &isel.

Bernoulliova véta N o
Necht' {X,} je posloupnost vzijemn& nezavislych ndhodnych velidin s alternativnim
rozd&lenim se stejnym parametrem 7, 0 < 7 < 1. Pak pro kazd¢ &> 0 plati

: 1< _ -0 (2.162)
]Jmp{n;[)(j ﬁ] 25} 0

R0
Bernoulliova véta je tedy specidlnim pfipadem Cebysevovy véty. Uvddomme si,
7 i f i fipadé ivni &leni polet tspechi (Cet-
Ze velitina 2.7, X, predstavujev pfipadé alternativniho rozd_evlem pocet lislva " (
nost viskytu uréitého jevu) v z nezavislych opakovanich t¢hoZ pokusu, pfi¢emz prav-
d¥podobnost tspéchi je rovna 7. Velicina 3.} X ;/n pak predstavuje relativni Cetnost

v¥skytu tohoto jevu. Bernoulliova véta tak vlastné tvrdi, Ze rel.ativni ¢etnost sledova-
ného jevu stochasticky konverguje k pravdépodobnosti tohoto jevu. :

Disledek Cebyievovy véty o
Necht {X.} je posloupnost nekorelovanych nahodnych veli€in se stejnou stiedni hod-
notou £ a stejnym koneénym rozptylem . Plati tedy

EX)=u DX)=d a cov(X,X)=0, i#j,4j=12, ..., b
kde K < 0. Pak pro posloupnost {X,} plati slaby zikon velky isel. MZzeme tedy psat
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EEP[ %i[}fj—u] ESJZO' (2.163)
J=i

Uvedené tvrzeni plyne pfimo z éebyﬁevovy vety a ma 1 dilleZity prakticky diisle-
dek. Za uvedenych predpokladd toti miFeme stfedni hodnotu 4 pit dostatecné velkém
mnozstvi pozorovani odhadaout aritmetickym priimérem.

Konvergence v distribuci

Necht' {X,,} je posloupniost nahodnych velicin, Jimz piisludi posloupnost distribucnich
funket {F(x)}. Dale necht’ X je nahodnd velitina s distribuéni funkci F(x). Rekneme,
Ze posloupnost {X,} konverguje v distribuci k .X, jestlize
lim F, (x) = F(x) (2.164)
>0
ve viech bodech spojitosti funkce F(x).

Jestlize funkei F(x) je distribuéni funkce normélniho rozd&leni, pak ifkdme, Ze po-
sloupnost {X,} konverguje v distribuci k rozdéleni My, o), jestlize

1ian(x)=@(x*“J o0 < x < a0, (2.165)
H—00 O_

kde @(u) je distribuéni funkee normovaného normélniho rozd&len.

2.6.2 Centralni limitni véta

Centralni limitni v&ta hovo o tom, jak se chovd soudet velkého mnogstyi nezavislych
nahodnych velidin. Ukazuje se totiz, e za pomerné obecnych predpokladd 1ze prav-
dépodobnostni rozdéleni takového souttu aproximovat normalnim rozd&lenim. O veli-
¢indch, jejichz limitnim rozdélenim je rozd&leni normalni, fikdme, Ze maji asympto-
ticky normélni rozdéleni. Je tedy zfejmé, Ze normalni rozdéleni schriva v teorti limit-
nich vét kli¢ovou tlohu.

Centralni limitni véta existuje v riznych verzich, které se Lis{ silou svych predpo-
kiadi. My zde uvedeme tzv. Lindebergovu-Lévyho vétu a Moivreovu-Laplaceovu

vétu. Existuje ale fada dalsich, jejich znéni a dikazy lze nalézt napf. v Rao (1978),

Rényi (1972).

Lindebergova-Lévyho véta

Necht' {X,} je posloupnost vzajemné nezavislych nahodnych velidin se stejaym prav-
€podobnostnim rozdélenim se stéedni hodnotou 4 a konetnym rozptylem . Pak po-
sloupnost {Y¥,}, kde

1 "
Y, mm[;)(j *nluJ, (2.166)

konverguje v distribuci k rozd&leni M0, 1).
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Z této vety vyplyva, Ze pro velka n lze rozdéleni pravdépodobnosti ndhodné veli-
' . i Elent délent nahodné
¢iny 25X, /=1,2, ..., aproximovat rozdélenim N(ny, no’) a rozdéle

velitiny 3.7, X, /n lze aproximovat rozdélenim My, o*/n). DileZité je, Ze tak ze udi-

nit za pomerné obecnych pfedpokladi a bez znalosti pivodniho rozdéleni veli¢in X;.

Moivreova-Laplaceova véta o , |

Specidlnim pripadem Lindebergovy—Lévyh? véty j‘ewnésledu]lm -Vet,a: Necélvtl {)@} ; z

posloupnost vzajemné nezivislych nahodnych veliCin s alternativnim rozdé&lenim

stejnym parametrem 7, 0 < £ < 1. Pak posloupnost {¥.}, kde

R iX‘“*W} (2.167)
[mr(l —;rz')]u2 = ’

konverguje v distribuci k rozdélent M0, 1).

i)

Priklad 2.15 ( - v
Na zakladé minulych pozorovani vime, Ze priméma hmotnost bapku zasﬂane-llg pos-
tou je 5 kg. Hmotnost zasilaného baliku mtizeme povazovat za nahodrftv)u Vellrclmu se
stfedni hodnotou 5 kg a se smérodatnou odchylkou 1,5 kg (ta byla rovnéz sp,)ocntana’l na
zakladé minulych pozorovani). Jaka je pravdépodobnost, ze }.OOV ze’tsﬂagycl% bftiﬂcg,
které se nakladaji do postovniho auta, pfevysi svou hmotnosti uziteéné zatiZeni naklad-
niho prostoru tohoto automobilu, které &ini 550 kg?
i Resent | ’ -
| Hmotnost i-tého baliku zasilaného postou miiZeme povaZovat za ndhodnou velidinu X;
proi=1,2, ..., 100 se sttedni hodnotou g = 5 kg a smé&rodatnou odchylkou 0‘:' 1,5 kg.
Souget hmotnosti vech 100 balikii oznatme ¥, tedy ¥ =312 X, . Hmotnosti jednotli-
vych balikil jsou nezévislé. Dale platf, Ze v§echny veli¢iny X; majf st’ejrvlou stfedni l’lod-
notu a rozptyl. Jsou tedy splnény podminky pouziti centralni limitnf véty a lze psat

1
Y= ZXi ~ N{nu, no*).
=l .
Po dosazeni obdrzime
100
Y=Y X, ~N(100-5,100-2,25) , tedy n = 100.
i=1
Hiedana pravdépodobnost je pak rovna

P(Y>550):1P(Y£550)—1~P( T =
—1-P(U <3,333) =1- F(3,333) = 1- 0,99957 = 0,0004.

Y500 _ 550500}_
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3 ANALYZA DAT Z VYBEROVYCH SETRENI

V této Easti pouZijeme znalosti 7 predchozich dvou kapitol veénovanych popisné statis-
tice a teorii pravdépodobnosti k tomu, abychom se pokusili usuzovat na zaklads ome-
zené informace obsagZend v néjakém vzorku na celou populaci, kterd je cilem zkou-
mani. Takovymi postupy se zabyvé matematick4 statistika, kterd pouziva metody teo-
rie pravd&podobnosti pii analyze dat. Metody a postupy, které umoZiuji zobeciiovat
vysledky z Easti na celek, se nazyvaji statistickou indukei.

Nejprve se budeme vénovat problémiim spojenym s pofizovanim dat, ze kterych
by bylo mozné &init spolehlivé zaveéry, a ddle predstavime zakladni metody zobectio-
véni, kterymi jsou bodovy a intervalovy odhad a testovéani statistickych hypotéz.

3.1 Vybérova fetreni

Zadn statistickd metoda nemize poskytnout hodnotng vysledky, jsou-li §patna data,
se kterymi pracujeme. O kvalit¥ dat rozhoduje jiZ faze statistického Setfeni, v rdmci
kter¢ho je ziskévame. Prvni podstatnou okolnosti pii jeho pfipravé je rozsah statistic-
keho souboru, kiery ma byt zkoumén (pouzivame také nizev zakladni soubor, za-
Idadai pepulace nebo jen populace). Mize to byt soubor viech domécnosti v Ceské
republice, soubor viech voli¢h, kteff se mohou zadastnit uréitych voleb, nebo soubor
vSech pifjemci n&jaké davky.

Ve vyCerpavajicim zjist ovini se prosetiujf veskeré jednotky zdkladniho souboru.
UvaZzujme rozsahly soubor feknéme, Ze ho tvofi napiiklad v8ichni obyvatelé néja-
kého tizemi. Realizace takového statistického Setfen{ bude vyZadovat néroSnou organi-
zaci, mnoZstvi pracovniki, znaéné finanéni 1 Casové niklady. I zpracovani Jeho vy-
sledklt miiZe zabrat relativng dlouhé obdobi. Na druhé stran& dobre provedené vycer-
pavajici zjigfovani miZe poskytnout detailni informace o kazds Jednotee v zikladnim
souboru a piesné charakteristiky sledovanych veligin. Tyto jeho piednosti viak zmi-
nénou naroénost vyCerpdvajiciho Setfeni mélokdy vyvazi, a tak nebyva realizovino
¢asto. Jako piiklad uved'me s&itan lidu, domi a byta, které nag stit a Jjeho statistické
organy realizuji ve zhruba desetiletych intervalech.

Provedeni vy¢erpavajiciho zjisfovani viak mohou branit i jiné okolnosti. V pri-
myslové vyrobé mohou urdité zkousky vyrobkl pfi ovéfovani Jejich vlastnosti -
napriklad jejich odomosti pfi ur€ité zatd#i — vést az k Jejich znehodnoceni, a tim k vy-
fazeni z dalitho pouziti. Pfi dotazovani zékazniké obchodu jejich kompletni soubor
jednoduse ani nemame k dispozici.

V takovém piipads lze piistoupit k nevycerpavajicimu, vybérovému Zji§tovani.
To znamend, 7e prosetieny jsou pouze n&které Jjednotky, kieré byly ze zakladniho
souboru vybrany. V ekonomicke praxi je sledovan cenovy vyvoj nebo vyvoj Zivotnich
nikladd. Rozséhld komodiini skladba trhu a liberalni tvorba cen vytvareji situace, kdy




